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Ztozonos<¢ obliczeniowa i asymptotyczna

®7tozonos¢ obliczeniowa:

* Jest to miara stuzgca do poréwnywania efektywnosci
algorytmow.

* Mamy dwa kryteria efektywnosci:
* Czas,
* Pamied
®Do oceny efektywnosci stosujemy jednostki
logiczne wyrazajgce zwigzek miedzy rozmiarem
danych N (wielkosc pliku lub tablicy) a iloscia
czasu T potrzebna na ich przetworzenie.

lFunkCJb razajgca zaleznosC miedzy N a T jest
zwykle bardzo skomplikowana, a jej obliczenie ma
znaczenie jedynie w odniesieniu do duzych
rozmiarow danych

®Przyblizona miara efektywnosci to tzw. ztozonos¢
asymptotyczna.
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Szybkosé wzrostu poszczegdlnych skiadnilkdédw
funkeji

Funkcja: f(n) =n?+ 100n + log,,n + 1000

n f(n) n?2 100en log,,n 1000
1 1101 0.1% 9% 0.0% 91%
10 2 101 4.8% 48% 0.05% 48%
100 21 002 48% 48% 0.001% 4.8%
103 1101 003 91% 9% 0.0003% 0.09%
104 99% 1% 0.0% 0.001%
105 99.9% 0.1% 0.0% 0.0000%

On - rozmiar danych, f(n) - ilos¢ wykonywanych

operacji
O Dla duzych wartosci n, funkcja rosnie jak n2?,
pozostate sktadniki mogg by¢ zaniedbane.
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Notacja ,, wielkie O ”
(wprowadzona przez P. Bachmanna w 1894r)

Definicja:
f(n) jest O(g(n)), jesli istnieja liczby dodatnie c i n_ takie ze:
f(n) < c * g(n) dla wszystkich n = n.

Przykiad: 1 c-g{n)
f(n) = n2 + 100n + log,, n + 1000
mozemy przyblizy¢ jako: ﬂ\ﬁ

f(n) = n2 + 100n + O(log,, n) '
albo jako:

_I—
f(n) = O(n?) Mo
Notacja ,, wielkie O ” ma kilka pozytywnych wtasnosci ktore

mozemy wykorzystac przy szacowaniu efektywnosci
algorytmow.
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Wtasnosci notacji ,,wielkie 0”

Wiasnosé 1 (przechodniosé):
Jesli f(n) jest O(g(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n) jest O(h(n))

Wilasnhos¢é 2:
Jesli f(n) jest O(h(n)) i g(n) jest O(h(n)), to f(n)+g(n) jest O(h(n))

Wiasnosc¢ 3:
Funkcja ank jest O(nk)

Witasnos¢ 4:

Funkcja nk jest O(n**) dla dowolnego dodatniego |

Z tych wszystkich wtasnosci wynika, ze dowolny wielomian jest
,Wielkie O” dla n podniesionego do na_jwyzszej(w nim potegqi, czyli :
f(n) =ank+ a, _nk! + ... + a,n +a, jest O(nk)

(jest tez oczywiscie O(n*+) dla dowolnego dodatniego j)
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Wtasnosci notacji ,,wielkie 0”

WtasnosS¢ 5:
Jesli f(n) = c g(n), to f(n) jest O(g(n))

Wilasnhos¢ 6:
Funkcja log.n jest O(log,n) dla dowolnych a i b wiekszych niz 1

WtasnosSc¢ 7:
log,n jest O(log,n) dla dowolnego dodatniego a

¥ Jedng z ngjw.aZniejschh funkcji przy ocenianiu efektywnosci
algorytmow jest funkcja logarytmiczna.
B Jezeli mozna wykazac ze ztozonosc aliorytmlul jest rzedu
Idoggarytmlcznego, algorytm mozna traktowac jako bardzo
obry.

W Istnieje wiele funkcji lepszych w tym sensie niz
logarytmiczna, jednak zaledwie kilka sposréd nich, jak
O?Iog2 log,n) czy O(1) ma praktyczne znaczenie.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 6 15.01.2013



Notacja i ©

¥ Notacja ,,wielkie O” odnosi sie do gornych
ograniczen funkcji.

W Istnieje symetryczna definicja dotyczaca dolnych
ograniczen:

Definicja
f(n) jest Q(g(n)), jesli istnieja liczby dodatnie c i n, takie ze,
f(n) = c g(n) dla wszystkichn = n,.

Rownowaznos¢
f(n) jest Q (g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest O(f(n))

Definicja
f(n) jest ©(g(n)), jesli istniejg takie liczby dodatnie c,, C, i n,
takie ze, c,g(n) < f(n) < c,g(n) dla wszystkichn = n,.
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Notacja O, Qi ®

f(n) = O (g(n)) f(n) = © (g(n))
c-g(n) gl.g{n]

f{n)

f(n) = Q (g(n))
c-g(n)
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Przyktady rzedow ztozonosci

B Algorytmy mozna klasyfikowac ze wzgledu na
ztozonos¢ czasowg lub pamieciowg. W zwigzku z
tym wyrdézniamy wiele klas algorytmoéw.

» Algorytm staty: czas wykonania pozostaje taki sam
niezaleznie od ilosci przetwarzanych elementéw.

» Algorytm kwadratowy: czas wykonania wynosi O(n2).

» Algorytm logarytmiczny: czas wykonania wynosi
O(log n).

~itd ...

B Analiza ztozonosci algorytmow jest
niezmiernie istotna i nie mozna jej lekcewazy¢
argumentujgc potencjalng szybkoscig obliczen
komputera. Nie sposéb jej przecenic¢ szczegdlnie
zastanawiajgc sie nad doborem struktury danych.
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Najczesciej spotykane ztozonosci

log(n)- ztozonosc¢ logarytmiczna

n - ztozonosc liniowa

nlog(n) - ztozonosc liniowo-logarytmiczna
n? - ztozono$¢ kwadratowa

nK - ztozono$¢ wielomianowa

2" - zlozonos$¢ wyktadnicza

n! - ztozonos$¢ wyktadnicza, poniewaz n!>2" juz od n=4
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Klasy algorytmoéw i ich czasy wykonania na
komputerze dziatajacym z szybkoscia 1 instrukcja/ps

klasa ztozonosc liczba operacji i czas wykonania
n 10 103
staty O(1) 1 1us 1 1 us
logarytmiczny | O(log n) 3.32 3Us 9.97 10 ps
liniowy O(n) 10 10us 103 1ms
kwadratowy O(n?) 102| 100ps 106 1s
wyktadniczy O(2") 1024 10ms 10301 | >> 1072 |at
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Funkcje niewspétmierne

O Bardzo wygodna jest mozliwos¢ porownywania
dowolnych funkcji f(n) i g(n) za pomocg notacji
»duze O”

" albo f(n) = O(g(n))
= albo g(n) = O(f(n))
Albo jedno i drugie czyli f(n) = ©(g(n)).

O |stniejg pary funkcji niewspotmiernych (ang.
incommensurate), z ktérych zadne nie jest ,,duzym O”
dla drugiej.
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Funkcje niewspétmierne

Przykiad:

Rozwazmy funkcje f(n)=n dla nieparzystych n oraz
f(n)=n?dla parzystych n.

Oznacza to, ze f(1)=1, f(2)=4, f(3)=3, f(4)=16, f(5)=5
itd...

Podobnie, niech g(n)=n? dla nieparzystych n oraz
g(n)=n dla parzystych n.

W takim przypadku, funkcja f(n) nie moze by¢ O(g(n))
ze wzgledu na parzyste argumenty n, analogicznie g(n)
nie moze by¢ O(f(n)) ze wzgledu na nieparzyste
elementy n.

Obie funkcje mogg byc¢ ograniczone jako O(n?2).
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Analiza czasu dziatania progranmu

O Majgc do dyspozycji definicje ,,duze O” oraz wfasnosci
(1)-(7) bedziemy mogli, wg. kilku prostych zasad,
skutecznie analizowac czasy dziatania wiekszosci
programow spotykanych w praktyce.

O Efektywnosc¢ algorytmdw ocenia sie przez szacowanie
iloSci czasu i pamieci potrzebnych do wykonania
zadania, dla ktérego algorytm zostat zaprojektowany.

O Najczesciej jesteSmy zainteresowani zfozonoscia
czasowa, mierzong zazwyczaj liczbg przypisan i
poréwnan realizowanych podczas wykonywania
programu.

O Bardzo czesto interesuje nas tylko zfozonosc
asymptotyczna, czyli czas dziatania dla duzej ilosci
analizowanych zmiennych.
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Czas dziatania instrukeji prostych

¥ Przyjmujemy zasade ze czas dziatania pewnych prosty

operacji na danych wynosi O(1), czyli jest niezalezny
od rozmiaru danych wejsciowych.

» Operacje arytmetyczne, np. (+), (-)

> Operacje logiczne (&&)

> Operacje poréownania (<=)

» Operacje dostepu do struktur danych, np.

indeksowanie tablic (A[i])

» Proste przypisania, np. kopiowanie wartosci do
zmiennej.

» Wywotania funkcji bibliotecznych, np. scanf lub
printf
B Kazdg z tych operacji mozna wykonac za pomocg
pewnej (niewielkiej) liczby rozkazéw maszynowych.
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Czas dziatania petli ,,for”

W Przyktad 1: Prosta petla
for (i=sum=0: i<n: i+4+) sum+=alil;

W Powyzsza petla powtarza sie n razy,
podczas kazdego jej przebiegu realizuje
dwa przypisania:

» aktualizujgce zmienna ,,sum”
»zmiane wartosci zmiennej ,i"”

B Mamy zatem 2n przypisah podczas catego
wykonania petli.

B Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest
O(n).
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Czas dziatania instrulkeji ,for”

Initializacja

|

0(1)

[ Odm)

: O f
Cialo (g(n) f(n) )

| O(1)
Inkrementacja

| v
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Czas dziatania petli ,,for”

Przyktad 2: Petla zagniezdzona
for (i=0; i<n;i++) {
for (j=1, sum=a[0]; j<=i; j++)
sum+=aljl; }
Na samym poczgtku zmiennej ,,i” nadawana jest wartosc
poczatkowa.

Petla zewnetrzna powtarza sie n razy, a w kazdej je;
iteracji wykonuje sie wewnetrzna petla oraz instrukcja
przypisania wartosci zmiennym ,,i”, , j”, ,sum”.

Petla wewnetrzna wykonuje sie ,,i” razy dla kazdego
iI0{1, ...,n-1}, a na kazdg iteracje przypadajg dwa
przypisania: jedno dla ,,sum”, jedno dla ,,j".

Mamy zatem: 1+3n+2(1+2+...+n-1) = 1+3n+n(n-1) =
O(n)+0(n?) = O(n?) przypisah wykonywanych w catym
programie.

Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest O(n2). Petle
zagniezdzone majg zwykle wiekszg ztozonos¢ niz
pojedyncze, jednak nie musi tak by¢ zawsze.
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Czas dziatania petli ,,for”

® Przyktad 3: Znajdz najdtuzszg podtablice zawierajgcg liczby
uporzgdkowane rosngco.
for (i=0; len=1; i<n-1; i++) {
for (i,=i,=k=i; k<n-1 && a[kl<alk+1]; k++,i,++);
if(len < i,-i;+1) len=i,-i;+1; }

B Jesli liczby w tablicy sa uporzadkowane malejgco, to petla
zewnetrzna wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym jej
przebiegu petla wewnetrzna wykona sie tylko 1-raz.
Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n).

B Jesli liczby w tablicy sg uporzgdkowane rosngco, to petla
zewnetrzna wykonuje sie n-1 razy, a w kazdym je;
przebiegu petla wewnetrzna wykona sie i-razy dla
i0{1,...,n-1}.

Ztozonos¢ asymptotyczna algorytmu jest wiec O(n?).
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Czas dziatania petli ,,for”

W Z reguty dane nie sg uporzgdkowane i
ocena ztozonosci algorytmu jest rzecza
nietatwg ale bardzo istotng.

B Staramy sie wyznaczy ztozonosc
> W ,,przypadku optymistycznym”,
> W ,przypadku pesymistycznym”
»orazw , przypadku srednim”.

W Czesto postugujemy sie przyblizeniami
opartymi o notacje , wielkie O, Q1 ©",
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Czas dziatania instrukcji warunkowych

Instrukcje warunkowg if-else zapisuje sie w postaci:

if (<warunek>)
<blok-if>
else
<blok-else>
Gdzie

O <warunek> jest wyrazeniem ktore trzeba obliczy¢. Warunek
niezaleznie od tego jak skomplikowany wymaga wykonania
statej liczby operacji (wiec czasu 0(1)){ chyba ze zawiera
wywotanie funkcji, .

O <blok-if> zawiera instrukcje wykonywane tylko w przypadku
gdy warunek jest prawdziwy, czas dziatania f(n).

O <blok-else> wykonywany jest tylko w przypadku gdy
warunek jest fatszywy, czas dziatania g(n).

Czas dziatania instrukcji warunkowej nalezy zapisac jako O(max

(f(n), g(n) )
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Czas dziatania instrulkcji ,,if”

} O(max (f,(n), f,(n))
Blok-if Blok-else
O(f,(n)) O(f,(n))
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Czas dziatania instrukeji ,while”

Co najwyzej
g(n) iteracji

!

O(1)

O(i(n))

Ciato

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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Czas dziatania instrukcji ,,do-while”

|

Ciato

Co najwyzej
g(n) iteracji

!

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

O(f(n))

24

O(g(n) f(n))

15.01.2013



Czas dziatania blolkéw

B Sekwencja instrukcji przypisan, odczytow i
zapisow, z ktérych kazda wymaga czasu
O(1), potrzebuje do swojego wykonania

tgcznego czasu O(1).

B Pojawiajg sie rowniez instrukcje ztozone,

jak instrukcje warunkowe i petle.

» Sekwencje prostych i ztozonych instrukcji
nazywa sie blokiem.

W Czas dziatania bloku obliczymy sumujgc
gorne ograniczenia czasdOw wykonania
poszczegolnych instrukcji, ktore naleza do
tego bloku.
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Czas dziatania bloku instrukcji

O(f, ()

O(f,(n)) o] fil(;;)+f2(n)+...+ f.(n))
O( najwieksza f,(n) )

O(f(n)
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

¥ Dotychczas rozwazalismy szacowanie czasu dziatania petli
uzywajgc ujednoliconego gornego ograniczenia, majgcego
zastosowanie w kazdej iteracji petli.

% Dla sortowania przez wybieranie, takie proste ograniczenie
prowadzito do szacowania czasu wykonania O(n?).

® Mozna jednak dokonac bardziej uwaznej analizy petli |
traktowal wszystkie jej iteracje osobno. Mozna wéwczas
dokonac sumowania gornych ograniczen poszczegolnych
iteracji. Czas dziatania petli z wartoscig i zmiennej
iIndeksowej i wynosi Oﬁw-i-l). gdzie i przyjmuje wartosci od
0 do n-2.

B Gorne ograniczenie czasu niezbednego do wykonania
wszystkich iteracji wynosi:

o( zrl:'z(n-i-1) ) = O( n(n-1)/2 )
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Proste lub precyzyjne ograniczenie

n-1

Czas potrzebny
do wykonania
jednej iteracji

0 iteracja | n-2

Gorne ograniczenie czasu niezbednego do
wykonania wszystkich iteracji wynosi:

o( %j(n-i-l )) = O( n(n-1)/2 )
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Efektywnosé algorytmu

B Czas dziatania:

» Oznaczamy przez funkcje T(n) liczbe jednostek
czasu, ktére zajmuje wykonanie programu lub
algorytmu w przypadku problemu o rozmiarze n.

» Funkcje te nazywamy czasem dziatania. Dos¢
czesto czas dziatania zalezy od konkretnych
danych wejsciowych, nie tylko ich rozmiaru. W
takim przypadku, funkcje T(n) definiuje sie jako
najmniej korzystny przypadek 2z punktu
widzenia kosztow czasowych. Inng wyznaczang
wielkoscig jest tez czas sredni, czyli Sredni dla
roznych danych wejsciowych.
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Rekurencja

Rekurencje byty badane juz w 1202 roku
przez L. Fibonacciego, od ktérego
nazwiska pochodzi nazwa liczb
Fibonacciego.

A. De Moivre w 1730 roku wprowadzit
pojecie funkcji tworzgcych do
rozwigzywania rekurencji.
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Czas dziatania programu

® Dla konkretnych danych weJhscmwych jest
wyrazony liczba wykonanyc prosty ch
(elementarnych) operacji lub krokow Jest
dogodne zrobienie zatozenia ze operacja
elementarna jest maszynowo niezalezna.

¥ Kazde wykonanie i-tego wiersza programu jest
rowne c,, przy czym c, jest statg.

¥ Kiedy algorytm zawiera rekurencyjne
wywotanie samego siebie, jego czas dziatania
mozna czesto opisac zaleznosua rekurencyjnag
wyrazajgcg czas dla problemu rozmiaru n za
pomocy czasu dla podproblemow mniejszych
rozmiarow.

¥ Mozemy wiec uzyC narzedzi matematycznych aby
»rozwigzac rekurencje” i w ten sposob
otrzymac oszacowania czasu dziatania algorytmu.
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Rekurencja dla alg. typu “dziel i zwyciezaj”

W Rekurencja odpowiadajgcg czasowi dziatania
algorytmu typu “dziel i zwyciezaj” opiera sie na
podziale jednego poziomu rekursji na trzy etapy.

® Niech T(n) bedzie czasem dziatania dla jednego problemu
rozmiaru n.

® Jesli rozmiar problemu jest odpowiednio maty, powiedzmy n = ¢
dla pewnej statej ¢, to przyjmujemy ze jego rozwigzanie zajmuje
staty czas, co zapiszemy jako ©(1).

® Zatézmy ze dzielimy problem na a podproblemow, kazdy
rozmiaru n/b. Jesli D(n) jest czasem dzielenia problemu na
podproblemy, a C(n) jest czasem scalania rozwigzanh
podproblemdéw w petne rozwigzanie dla oryginalnego problemu,
to otrzymujemy rekurencje

T(n) = 6(1) jeslin = c
T(n) = a T(n/b) + D(n) + C(n) w przeciwnym przypadku
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Rekurencja dla alg. “dziel | zwyciezaj”

¥Przyktfad: algorytm sortowania przez scalanie

* dziel: znajdujemy srodek przedziatu, zajmuje to
czas staty D(n)=0(1),

* zwyciezaj: rozwigzujemy rekurencyjnie dwa
podproblemy, kazdy rozmiaru n/2, co daje czas
dziatania 2 T(n/2),

* potacz: dziata w czasie ©(n), a wiec C(n)=0(n).
BQOstatecznie:

* T(n) = 6(1) jesli n=1

*T(n) = 2 T(n/2) + (1) + ©(Nn) jesli n>1
WRozwigzaniem tej rekurencji jest T(n) = ©(n log n).

Jak to sprawdzic¢?
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Metody rozwiazywania rekurencji

EMetoda podstawiania:
* zgadujemy oszacowanie, a nastepnie dowodzimy
przez indukcje jego poprawnosc.
BEMetoda iteracyjna:

* przeksztatcamy rekurencje na sume, korzystamy
z technik ograniczania sum.

BEMetoda uniwersalna::

* stosujemy oszacowanie na rekurencje majgce
postac
T(n) = a T(n/b) + f(n), gdzie a=1, b>1, a f(n)
jest dang funkcjg. Nastepnie korzystamy z
gotowego rozwiazania.
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Metoda podstawiania

¥ Polega na zgadnieciu postaci
rozwigzania, a nastepnie wykazaniu
przez indukcje, ze jest ono poprawne.
Trzeba tez znalez¢ odpowiednie state.
Bardzo skuteczna ale stosowana tylko w
przypadkach kiedy tatwo jest przewidziec
postac rozwigzania.
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Metoda podstawiania

Przyktad:

® Postad rekurencji:
T(n) = 2T(n/2) + n

® Zgadniete rozwigzanie:
T(n) = ©(n log n)

® Podstawa:
n=2; T(1)=1; T(2)=4;

® Indukcja:
T(n) = 2 (c(n/2)log(n/2)) + n = c nlog(n/2) + n

T(n) = cnlog(n/2) + n = cn log(n) - cn log(2) + n
T(n) = cnlog(n) -cnlog(2) + n=cnlog (n) -cn + n
T(n) =cnlog (n) -cn + n = cn log(n)

spetnione dla c>=1,;
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Metoda iteracyjna

¥ Polega na rozwijaniu (iterowaniu)
rekurencji i wyrazanie jej jako sumy
sktadnikéw zaleznych tylko od n warunkow
brzegowych. Nastepnie mogg byc¢ uzyte
techniki sumowania do oszacowania
rozwigzania.
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Metoda iteracyjna

Przyktad:

® Postac rekurenciji:
T(n) = 3T(n/4) + n
® lterujemy:
T(n) =n+ 3T(n/4) = n + 3((n/4) +3T(n/16) )
=n + 3 (n/4) + 9T(n/16)
=n+3n/4+9n/16 + 27 T(n/64)
® |terujemy tak dtugo az osiggnhiemy warunki brzegowe.
Sktadnik i-ty w ciggu wynosi 3" n/4',
lterowanie kohczymy, gdy n=1 lub n/4" = 1 (czylii > log,(n)).

T(n) = n +3n/4 + 9n/16 + 27n/64 + ..... + 39, ©(1)
T(n)=< 4n + 3'o9," ©(1) = O(n)
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Metoda iteracyjna

® Metoda iteracyjna jest zazwyczaj zwigzana
z duzg iloscig przeksztatcen algebraicznych,
wiec zachowanie prostoty nie jest tatwe.

® Punkt kluczowy to skoncentrowanie sie na
dwdoch parametrach:
® liczbie iteracji koniecznych do osiggniecia
warunku brzegowego
® oraz sumie sktadnikow pojawiajgcych sie w
kazdej iteracji.
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Drzewa relaursiji

® Pozwalajg w dogodny sposob zilustrowad
rozwijanie rekurencji, jak réwniez utatwia
stosowanie aparatu algebraicznego
stuzgcego do rozwigzywania tej rekurencii.

® Szczegodlnie uzyteczne gdy rekurencja
opisuje algorytm typu “dziel i zwyciezaj”.
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Drzewo relursji dia alg. ,dziel | zwycieza)

T(n) = 2 T(n/2) + n2

/ \ > N2
/n2 \ /(n/2)2 (n/2)2\ .+ 14 02

T(n/2) T(n/2) T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4) — " 1/4n°

ostateczny wynik: T(n) = ©(n?) w sumie: ©(n?)
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Drzewa rekursii

T(n) =T(n/3) + T(2n/3) + n

k= log,,n

.

n/9 2n/9 2n/9 4n/9 - N

v w sumie O(n log(n))
Dzielimy tak dtugo az n (2/3)<=1 => n = (3/2)k

=> k = log,,(n) = log,,(2) * log(n)

ostateczny wynik: T(n) = ©(n log(n))
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Metoda rekurencji uniwersalnej

® Metoda rekurencji uniwersalnej podaje
“uniwersalny przepis” rozwigzywania
rOwnania rekurencyjnego postaci:

T(n) = a T(n/b) + f(n)
® gdzie a=1 i b>1 sg statymi, a f(n) jest
funkcja asymptotycznie dodatnia.
® Za wartos¢ (n/b) przyjmujemy najblizsza
liczbe catkowitg (mniejsza lub wiekszg od
wartosci doktadnej).
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Metoda rekurencji uniwersalnej

® Rekurencja opisuje czas dziatania
algorytmu, ktéry dzieli problem rozmiaru n
na a problemow, kazdy rozmiaru n/b,
gdzie a | b sg dodatnimi statymi.

® Kazdy z a problemow jest rozwigzywany
rekurencyjnie w czasie T(n/b).

® Koszt dzielenia problemu oraz tgczenia
rezultatow czesciowych jest opisany
funkcja f(n).
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalne]j

® Niech a=1 | b>1 bedg statymi, niech f(n) bedzie

pewng funkcjg I niech T(n) bedzie zdefiniowane dla

nieujemnych liczb catkowitych przez rekurencje
T(n) = a T(n/b) + f(n)

gdzie (n/b) oznacza najblizszg liczbe catkowitg do
wartosci doktadnej n/b.

® Wtedy funkcja T(n) moze by¢ ograniczona
asymptotycznie w nastepujgcy sposob:
® Jesli f(n) = O(n'99,2¢) dla pewnej statej e>0, to T(n)
= O(n'o9,?),
® Jesli f(n) = ©(n'9%2) to T(n) = ©(n'"%? log n).
® Jesli f(n) = n'99,2+t dla pewnej statej =0 i jesli af(n/b) = cf(n)
dla pewnej statej c<1 i wszystkich dostatecznie duzych n, to
T(n) = ©(f(n))
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Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

“Intuicyjnie...”:

® W kazdym z trzech przypadkow poréwnujemy
funkcje f(n) z funkcjg n'°9,2. Rozwigzanie
rekurencji zalezy od wiekszej z dwdoch funkgcji.

® Jesli funkcja n'°9,? jest wieksza, to rozwigzaniem
rekurencji jest:
T(n) = O(n'°9,2)

® Jesli funkcje sg tego samego rzedu, to mnozymy
przez log n i rozwigzaniem jest:
T(n) = ©(n'%?2 log n) = T(n) = ©(f(n) log n).

® Jesli f(n) jest wieksza, to rozwigzaniem jest:
T(n) = ©(f(n))
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Przykiad

T(n) =9 T(n/3) + n

a=9, b=3,
f(n)=n,

a zatem n'e9,2 = n'99;2 = O(n?).

Poniewaz f(n)=0(n'"95%¢), gdzie e=1,
mozemy zastosowac przypadek 1 z
twierdzenia i wnioskowac ze rozwigzaniem
jest T(n) = ©(n?).
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Przylkiad

T(n) = T(2n/3) + 1

a=1, b=3/2,
f(n)=1,
a zatem n'e9,? = n'e9zpt = N = 1,

Stosujemy przypadek 2, gdyz

f(n) = ©(n'9%2 ) = 6(1),
a zatem rozwigzaniem rekurencji jest
T(n) = ©(log n).
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Przyldad

T(n) = 3T(n/4) + nlog n
=3, b=4,
f(n) n Iog n,
a zatem n'°9,@ = n'99,3 = O(N%793),

Poniewaz f(n) = Q(n'93+ ) , gdziee = 0.2, wiec
stosuje sie tutaj przypadek 3, jesli mozemy
pokazac ze dla f(n) zachodzi warunek
regularnosci.

Dla dostatecznie duzych n:

af(n/b) = 3(n/4)log(n/4) = (3/4)nlog(n) = ¢ f(n)

dla c=3/4.

Warunek jest spetniony i mozemy naplsac ze
rozwigzaniem rekurencji jest T(n) = ©(nlog n).
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Przyldad

T(n) = 2T(n/2) + nlog n

a=2, b=2,

f(n)=n log n,

a zatem n'°9, = n.

Wydaje sie ze powinien to byc¢ przypadek 3, gdyz

f(n)=n log n jest asymptotycznie wigksze niz
n'e9,® = n, ale nie wielomianowo wiekszy.

Stosunek f(n)/ n'99,2 = (n log n)/n = log n jest
asymptotycznie mniejszy niz n¢ dla kazdej
dodatniej statej €.

W konsekwencji rekurencja ta “wpada” w luke
miedzy przypadkiem 2 i 3.
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Ztozonosé zamortyzowana

¥ W wielu sytuacjach na strukturach danych dziataja
nie pojedyncze operacje ale ich sekwencje.

B Jedna z operacji takiej sekwencji moze wptywacd na

dane w sposob powodujgcy modyfikacje czasu
wykonania innej operacji.
Jednym ze sposobdw okreslania czasu wykonania w
przypadku pesymistycznym dla cate] sekwencji jest
dodanie sktadnikow odpowiadajgcych wykonywaniu
poszczegodlnych operacji.

¥ Jednak wynik tak uzyskany moze byc¢ zbyt duzy w
stosunku do rzeczywistego czasu wykonania. Analiza
amortyzacji pozwala znalez¢ blizszg rzeczywiste;
ztozonosC srednig.
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Ztozonosé zamortyzowana

B Analiza z amortyzacjg polega na analizowaniu kosztéw
operacji, zas pojedyncze operacje sg analizowane wtasnie
jako elementy tego ciggu.

Koszt wykonania operacji w sekwencji moze byc¢ rézny niz
w przypadku pojedynczej operacji, ale wazna jest tez
czestos¢ wykonywania operac;ji.

B Jesli dana jest sekwencja operacji op,, op,, 0ps, ... to
analiza ztozonosci pesymistycznej daje daje ztozonos¢
obliczeniowa rowna:

C(op,, op,, op;, -.. ) = C (op,) + C,(op,) + C . (0op;) + ...
dla ztozonosci sredniej uzyskujemy
C(opli °p2! 0p3' nee ) = cére(opl) + Cére(opz) + cére(op3) + ...

B Nie jest analizowana kolejnos¢ operacji, “sekwencja” to
PO prostu “zbior” operacji.
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Ztozonosé zamortyzowana

® Przy analizie z amortyzacjg zmienia sie sposéb patrzenia, gdyz
sprawdza sie co sie stato w danym momencie sekwencji |
dopiero potem wyznacza sie ztozonos¢ nastepnej operacji:
C(op,, op,, op;, ... ) = C(op,) + C(op,) + C(op;) + ...
gdzie € moze byc¢ ztozonoscig optymistyczna, srednig,
pesymistyczna lub jeszcze inng - w zaleznosci od tego co dziato
sie wczesnie;j.

B Znajdowanie ztozonosci zamortyzowanej tg metoda moze byc
zanadto skomplikowane.
Znajomosc¢ natury poszczegélnych proceséw oraz mozliwych
zmian struktur danych uzywane sg do okreslenia funkcji C,
ktorg mozna zastosowac do kazdej operacji w sekwenc;ji.
Funkcja jest tak wybierana aby szybkie operacje byty
traktowane jak wolniejsze niz w rzeczywistosci, zas wolne jako
szybsze.

W Sztuka robienia analizy amortyzacji polega na znalezieniu
funkcji C; takiej ktdra docigzy tanie operacje dostatecznie aby
pokry¢ niedoszacowanie operacji kosztownych.
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Przylktad

¥ Przyktad:

» dodawanie elementu do wektora zaimplementowanego jako
elastyczna tablica

® Przypadek optymlstyczny wielkos¢ wektora jest
mniejsza od jego pOJemnosu dodanie elementu ogranicza
sie do wstawienia go do pierwszej wolnej komaorki.
Koszt dodania nowego elementu to O(1).

[ Przypadek pesymistyczny: rozmiar jest rowny
pojemnosci, nie ma miejsca na nowe elementy. Konieczne
jest zaalokowanie nowego obszaru pamieci, skopiowanie do
niego dotychczasowych elementdéw i dopiero dodanie
nowego. Koszt wynosi woéwczas O(rozmiar (wektor)).
Pojawia sie nowy parametr, bo pojemnos¢ mozna zwigkszac
0 W|ecej niz jedng komorke wtedy przepetnienie pojawia sie
tylko “od czasu do czasu”
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Przylktad

* Analiza z amortyzacja: badane jest jaka jest
oczekiwana wydajnosc¢ szeregu kolejnych
wstawien. Wiadomo, ze we przypadku
optymistycznym jest to O(1), a w przypadku
pesymistycznym O(rozmiar), ale przypadek
pesymistyczny zdarza sie rzadko.

* Nalezy przyja¢ pewna hipoteze:

* kosztAmort(push(x)) =1
niczego nie zyskujemy, tatwe wstawienia nie wymagajg

poprawek, nie pojawia sie jednak zapas na kosztowne
wstawienia

* kosztAmort(push(x)) = 2
zyskujemy zapas na tatwych wstawieniach, ale czy
wystarczajacy...?
Zalezy to od rozmiaru wektora...
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¥ Analiza z amortyzacjq: badane jest jaka jest oczekiwana
wydajnos¢ szeregu kolejnych wstawien. Wiadomo, ze we
przypadku optymistycznym jest to O(1), a w przypadku
pesymistycznym O(rozmiar), ale przypadek pesymistyczny
zdarza sie rzadko.
® Nalezy przyja¢ pewna hipoteze:
kosztAmort(push(x)) =1
niczego nie zyskujemy, tatwe wstawienia nie wymagajg
poprawek, nie pojawia sie jednak zapas na kosztowne
wstawienia
kosztAmort(push(x)) = 2

zyskujemy zapas na tatwych wstawieniach, ale czy
wystarczajacy...? Zalezy to od rozmiaru wektora...
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Przykiad dla zatozenia ze koszt amortyzowany to 2.
Operacje prawie caty czas sg “na minusie” co jest

niedopuszczalne
Rozmiar Pojemnos¢ Koszt Amortyzowany Koszt Zapas
0 0
1 1 2 0+1 1
2 2 2 1+1 1
3 4 2 2+1 0
4 4 2 1 1
5 8 2 4+1 -2
6 8 2 1 -1
7 8 2 1 0
8 8 2 1 1
9 16 2 8+1 -6
10 16 2 1 -5
16 16 1 1
17 32 16+1 -14
18 32 1 -13
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Przykiad dla zatozenia ze koszt
amortyzowany to 3.

Rozmiar Pojemnos¢ Koszt Amortyzowany Koszt Zapas
0 0

1 1 3 0+1 2
2 2 3 1+1 3
3 4 3 2+1 3
4 4 3 1 5
5 8 3 4+1 3
6 8 3 1 5
7 8 3 1 7
16 16 3 1 17
17 32 3 16+1

18 32 3 1

a) kosztAmort(push(x)) = 3

O Nigdy nie pojawia sie “debet”, zaoszczedzone jednostki sg niemal w
catosci zuzywane gdy pojawi sie kosztowna operacja.
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Ztozonosé zamortyzowana

W przedstawionym przyktadzie wybér funkcji statej byt
stuszny, ale zwykle tak nie jest.

Niech funkcja przypisujgca liczbe do konkretnego stanu
struktury danych ds bedzie nazywana funkcja potencjatu.
Koszt amortyzowany definiuje sie nastepujaco:

koszAmort(op;) =koszt(op,) + f.potencjatu(ds;) -
f.potencjatu(ds, ;)

B Jest to faktyczny koszt wykonania operacji op; powiekszony o

zmiang potencjatu struktury danych ds po wykonaniu tej
operacji.
Definicja ta obowigzuje dla pojedynczej operacji.

koszAmort( op,, op,, op;, ..., OP,,) =

> m (koszt(op,) + f.potencjatu(ds,) -
f.potencjatu(ds,,)
W wiekszosci przypadkow funkcja potencjatu poczatkowo jest

zerem, nigdzie nie jest ujemna, tak ze czas amortyzowany
stanowi kres gorny czasu rzeczywistego.
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Kontynuacja przykiadu

® f.potencjatu (vector,) =
=0 (jesli rozmiar, = pojemnosc, czyli vector jest petny)
= 2 rozmiar, - pojemnos¢, (w kazdym innym przypadku)
® Mozna sprawdzic ze przy tak zdefiniowane;
f.potencjatu, koszAmort(op,) jest faktycznie

rowny 3 w kazdej konfiguracji (tanie wstawianie,
kosztowne, tanie po kosztownym)
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Struktury danych i algorytmy obréblki
danych zewnetrznych

¥ Podstawowy czynnik rzutujgcy na réznice miedzy
obrébkg danych wewnetrznych (czyli
przechowywanych w pamieci operacyjnej) a obrobka
danych zewnetrznych (czyli przechowywanych w
pamieciach masowych) jest specyfika dostepu do
informacji.

® Mechaniczna struktura dyskéw sprawia, ze korzystnie
jest odczytywac dane nie pojedynczymi bajtami, lecz
w wiekszych blokach. Zawartosc pliku dyskowego
mozna traktowac jako liste tgczong poszczegdlnych
blokéw, badz tez jako drzewo ktorego liscie
reprezentujg wtasciwe dane, a wezty zawieraja
iInformacje pomocniczg utatwiajgcg zarzgdzanie tymi

danymi.
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Strulktury danych i algorytmy obréblki
danych zewnetrznych

® Zatézmy ze:
adres bloku = 4 bajty
dtugosc bloku = 4096 bajtow

® Czyli w jednym bloku mozna zapamietac adresy
do 1024 innych blokow. Czyli informacja
pomocnicza do 4 194 304 bajtow bedzie
zajmowac 1 blok.

B Mozemy tez budowac strukture wielopoziomows,
w strukturze dwupoziomowej blok najwyzszy
zawiera adresy do 1024 blokow posrednich, z
ktorych kazdy zawiera adresy do 1024 blokow
danych. Maksymalna wielkos¢ pliku w tej
strukturze 1024 * 1024 * 1024 = 4 294 967 296
bajtow = 4GB, informacja pomocnicza zajmuje
1025 blokdéw.
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Strulctury danych i algorytmy obrébki
danych zewnetrznych

¥ Nieodtgcznym elementem wspotpracy pamieci
zewnetrznej z pamiecig operacyjng sg bufory, czyli
zarezerwowany fragment pamieci operacyjnej, w ktorej
system operacyjny umieszcza odczytany z dysku blok
danych lub z ktérego pobiera blok danych do zapisania
na dysku.

B Miara kosztu dla operacji na danych
zewnetrznych.

» Gtéwnym sktadnikiem czasu jest czekanie na pojawienie sie
wiasciwego sektora pod gtowicami. To moze by¢ nawet
kilkanascie milisekund...

Co jest ogromnie dtugo dla procesora taktowanego kilku-
gigahercowym zegarem.

» Zatem “merytoryczna jakos¢” algorytmu operujgcego na
danych zewnetrznych bedzie zalezna od liczby
wykonywanych dostepow blokowych (odczyt lub zapis
pojedynczego bloku nazywamy dostepem blokowym).
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Sortowanie

W Sortowanie zewnetrzne to sortowanie
danych przechowywanych na plikach
zewnetrznych.

W Sortowanie przez tgczenie pozwoli na
posortowanie pliku zawierajgcego n
rekordow, przeglgdajgc go jedynie O(log n)
razy.

B Wykorzystanie pewnych mechanizmow
systemu operacyjnego - dokonywanie
odczytéw i zapisow we wiasciwych
momentach - moze znaczgco usprawnic
sortowanie dzieki zrownolegtowieniu obliczen
z transmisjg danych.
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Sortowanie przez taczenie

¥ Polega na organizowaniu sortowanego pliku w pewna liczbe
serii, czyli uporzadkowanych ciggéw rekordéw. W kolejnych
przebiegach rozmiary serii wzrastajg a ich liczba maleje,
ostatecznie (posortowany) plik staje sie pojedynczg seriqg.

B Podstawowym krokiem sortowania przez tgczenie dwdch
plikow, f, i f,, jest zorganizowanie tych plikéw w serie o
dtugosci k, tak ze:

» liczby serii w plikach f,, f,, z uwzglednieniem “ogonéw” réznig
sie Cco najwyzej o jeden

» COo hajwyzej w jednym z plikéw f,, f,, moze sie znajdowac ogon

» plik zawierajgcy “ogon” ma poza nim co najmniej tyle serii ile
jego partner.

B Prosty proces polega na odczytywaniu po jednej serii (o dtugosci k)
z plikéw f,, f,, tagczenia tych serii w dwukrotnie dtuzsza i zapisywania
tak potaczonych serii na przemian do plikéw g,, g..

W Catkowita liczba dostepéw blokowych w catym procesie sortowania
jbels’?(rzedu O((n log n)/b) gdzie b jest liczba rekordéw w jednym

oku.
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Przylktad

Pliki oryginalne:

Pliki zorganizowane w serie

o dingosci 2

Pliki zorganmizowane w serie

o diugosci 4

Pliki zorganizowane w serie

o diugosci 8:

Pliki zorgamzowane w serie

o dlugosc 16:

Pliki zorganizowane w serie

o dlugosci 32:
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Podsumowanie

® _Nie przejmuj sie efektywnoscig algorytmu... wystarczy
poczekac kilka lat.”

® Taki poglad funkcjonuje w Srodowisku programistéw, nie okreslono
przeciez granicy rozwoju mocy obliczeniowych komputerdow. Nie
nalezy sie jednak z nim zgadza¢ w ogélnosci. Nalezy zdecydowanie
przeciwstawiac sie przekonaniu o tym, ze ulepszenia sprzetowe
uczynig prace nad efektywnymi algorytmami zbyteczna.

B |stniejg problemy ktorych rozwigzanie za pomocg zasoboéw
komputerowych jest teoretycznie mozliwe, ale praktycznie
przekracza mozliwosci istniejgcych technologii. Przyktadem takie
problemu jest rozumienie jezyka naturalnego, przetwarzanie obrazéw
(do pewnego stopnia oczywiscie) czy “inteligentna” komunikacja.
Pomiedzy komputerami a ludzmi na rozmaitych poziomach.

B Kiedy pewne problemy staja sie “proste”... Nowa grupa wyzwan,
ktore na razie mozna sobie tylko probowac wyobrazaé, wytyczy nowe
granice mozliwosci wykorzystania komputerow.
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