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Informatyka: mechanizacja abstrakcji

Zasadniczo jednak informatyka jest

» nauka o abstrakcji , czyli naukg o tworzeniu wtasciwego
modelu reprezentujgcego problem i wynajdowaniu
odpowiedniej techniki mechanicznego jego rozwigzywania

» Informatycy tworza abstrakcje rzeczywistych probleméw w
formach ktore moga by¢ rozumiane i przetwarzane w pamieci
komputera

Abstrakcja

oznaczac¢ bedzie pewne uproszczenie, zastgpienie skomplikowanych |
szczegotowych okolicznosci wystepujacych w Swiecie rzeczywistym
zrozumiatym modelem umozliwiajgcym rozwigzanie naszego problemu.
Oznacza to ze abstrahujemy od szczegotow ktére nie maja wptywu lub
maja minimalny wptyw na rozwigzanie problemu. Opracowanie
odpowiedniego modelu utatwia zajecie sie istotg problemu.
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Informatyka: mechanizacja abstrakcji

» modele danych: abstrakcje wykorzystywane do
opisywania problemow

» struktury danych: konstrukcje jezyka programowania
wykorzystywane do reprezentowania modeléw danych.
Przyktadowo jezyk C udostepnia wbudowane abstrakcje
takie jak struktury czy wskazniki, ktére umozliwiajg
reprezentowanie skomplikowanych abstrakcji takich jak

grafy

» algorytmy: techniki wykorzystywane do otrzymywania
rozwigzan na podstawie operacji wykonywanych na
danych reprezentowanych przez abstrakcje modelu
danych, struktury danych lub na inne sposoby
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Informacja | zasady jej zapisu
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Jednostka informacji: bit

Podstawowg jednostka informacji jest bit, oznaczany tez
poprzez ,b”"(w ang. kawatek, skrét od binary digit, czyli cyfra
dwdjkowa).

M Bit jest to podstawowa elementarna jednostka
informacji: wystarczajgca do zakomunikowania jednego z co
najwyzej dwéch jednakowo prawdopodobnych zdarzen.

M Bit stanowi podstawe zapisu informacji w réznych typach
pamieci komputera. Wszystkie inne jednostki sktadajg sie z
jego wielokrotnosci.

M Bit przyjmuje jedna z dwdch wartoéci, ktére zwykle oznacza
sie jako ,,0” lub ,,1”. Jest to oznaczenie stosowane w
matematyce (wartosc logiczna: ,,0” - fatsz, ,,1” - prawda)
oraz przy opisie informacji przechowywanej w pamieci
komputera i opisie sposobéw kodowania informacji.
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Bajt

Jest to najmniejsza adresowalna jednostka informacji pamieci
komputerowej, sktadajgca sie z bitow, w praktyce przyjmuje
sie ze jeden bajt to 8 bitow (zostato to uznane za standard w
1964 r.).

Jeden bajt moze reprezentowaé zatem 2° = 256 rdéznych
wartosci, ktére mogg oznaczac zapisywane informacje.

Bajt oznaczany jest poprzez ,B".

Stosowanie przedrostkdw kilo, mega, giga itp. jako do
okresSlania odpowiednich poteg liczby dwa (np. 2'9) jest
niezgodne z wytycznymi uktadu Sl (np. kilo oznacza 1000, a
nie 1024).

W celu odréznienia przedrostkbw o mnozniku 1000 od
przedrostkbw o mnozniku 1024 (2'°), w styczniu 1997 r.
pojawita sie propozycja ujednoznacznienia opracowana przez
IEC (ang. International Electrotechnical Commission)
polegajgca na dodawaniu litery "i"* po symbolu przedrostka
dwdjkowego, oraz "bi" po jego nazwie.
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Wielokrotnosci bajtéow

Przedrostki dziesietne (Sl)

Przedrostki binarne (IEC)

Nazwa Symbol | Mnoznik | Nazwa | Symbol | Mnoznik
Kilobajt | kB /KB |10°=1000"| Kibibajt KiB 2% =1024°
Megabaijt MB 10° = 1000* | Mebibaijt MiB 2?0 = 10247
Gigabajt GB 10° = 1000° | Gibibajt GiB 2% =1024°
Terabaijt B 10* =1000° | Tebibajt TiB 2% = 1024
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Systemy liczhowe w informatyce

Z racji reprezentacji liczb w pamieci komputerow za
pomocg bitow, najbardziej naturalnym systemem w
informatyce jest system dwojkowy.

Ze wzgledu na specyfike architektury komputeréw,
gdzie czesto najszybszy dostep jest do adreséw
parzystych, albo podzielnych przez 4, 8 czy 16,
czesto uzywany Jest szesnastkowy system
liczbowy. Sprawdza sie on szczegodlnie przy zapisie
duzych liczb takich jak adresy pamieci, zakresy
parametrow itp.
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System zmiennopozycyjny

W Kazdg niezerowg liczbe rzeczywistg
reprezentujemy za pomocgq przyblizenia
wymiernego w postaci pary (m, c), takich ze:

m O [-1, -Y2) u ( Y2, 1]
B m jest mantysg, zas c jest cecha. Interpretacja
takiej reprezentacji wyraza sie wzorem:

X=mPc

BQOczywiscie w naszym przypadku P = 2 (podstawa
systemu)

W System ten, umozliwia zapis liczb rzeczywistych z
ustalonym bftedem wzglednym.
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System zmiennopozycyjny

¥ Liczba binarna zapisana w postaci cecha - mantysa na dwéch
bajtach:

Cecha Mantysa
0O]0l0O[{O|O|O[1]1[1]1]0{0]0Ol0Ol0O]O

N
Tutaj:c=3, m=-1.
W W praktyce zwykle na ceche przeznaczamy jeden bajt, na
mantyse minimum trzy bajty.
> llos¢ bajtow przeznaczonych na ceche decyduje o zakresie.
> llos¢ bajtow przeznaczona na mantyse decyduje o btedzie.
¥ Liczby w mantysie sg kodowane w systemie znak - modut.

W Zas dla cechy w systemie uzupetnieniowym.
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Biad obliczeniowy

» Btad bezwzgledny: réznica miedzy wartoscia
zmierzona/obliczona a wartoscig doktadng
AX =X — Xp
» W systemie statopozycyjnym obliczenia sg
wykonywane ze statym max btedem bezwzglednym

» Btad wzgledny: btgd bezwzgledny podzielony przez
wartos¢ doktadng

A
5X:—X

X0
» W systemie zmiennopozycyjnym obliczenia sg
wykonywane ze statym max btedem wzglednym
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Struktury danych i
algorytmy
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Struktury danych i algorytmy

B Struktury danych to narzedzia do
reprezentowania informacji ktéra ma byc
przetworzona przez program komputerowy,

¥ Algorytmy to przepisy wykonania czynnosci
niezbednych do jej przetworzenia.

B Wybor algorytmu do rozwigzania konkretnego
problemu programistycznego pomaga w ustaleniu,
jakg strukture danych nalezatoby uzy¢, ale i
odwrotnie - wybrana struktura danych ma
ogromny wptyw na szczegoty realizacji i
efektywnosci algorytmu.
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Typy danych i struktury danych

Interesujg nas sposoby w jaki algorytmy mogg
organizowac, zapamietywac i zmieniac zbiory
danych oraz ,,siegac¢” do nich.

»Zmienne czyli ,pudelka” w ktérych chwilowo
przechowujemy jakas wartosé,

»Wektory,
» Listy,

»Tablice czyli tabele (macierze), w ktérych to mozemy
odwotywac sie do indeksow,

»Kolejki i stosy,
»Drzewa, czyli hierarchiczne utozenie danych,
»Zbiory.... Grafy.... Relacje....
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Sposoby zapisu algorytmu

B Najprostszy sposdb zapisu to zapis stowny

» Pozwala okresli¢ kierunek dziatan i odpowiedziec na pytanie, czy
zagadnienie jest mozliwe do rozwigzania.

¥ Bardziej konkretny zapls to lista krokow

» Staramy sie zapisac¢ kolejne operacje w postaci kolejnych
krokéw ktore nalezy wykonac.

® Budowa listy krokdw obejmuje nastepujgce elementy:
» sformutowanie zagadnienia (zadanie algorytmu),

» okreslenie zbioru danych potrzebnych do rozwigzania
zagadnienia (okreslenie czy zbidor danych jest wtasciwy),

» okreslenie przewidywanego wyniku (wynikéw): co chcemy
otrzymac i jakie mogq by¢ warianty rozwigzania,

» zapis kolejnych ponumerowanych krokow, ktére nalezy
wykona¢, aby przejs¢ od punktu poczatkowego do koncowego.

¥ Bardzo wygodny zapis to zapis graficzny, np:
» Schematy blokowe i grafy.
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Rodzaje algorytmow

Algorytmy mozna dzieli¢ ze wzgledu na czas
dziatania.
B Algorytm liniowy:

» Ma postac ciggu krokéw ktérych jest liniowa ilos¢ (np.

stata albo proporcjonalna do liczby danych) ktére
muszg zosta¢ bezwarunkowo wykonane jeden po drugim.

» Algorytm taki nie zawiera zadnych warunkdow ani
rozgatezien: zaczyna sie od podania zestawu danych,
nastepnie wykonywane sg kolejne kroki wykonawcze, az
dochodzimy do wyniku
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Rodzaje algorytmow

Algorytm z rozgatezieniem:

® Wiekszosc¢ algorytmoéw zawiera rozgatezienia
bedgce efektem sprawdzania warunkow. Wyrazenia
warunkowe umozliwiajg wykonanie zadania dla
wielu wariantow danych i rozwazanie réznych
przypadkow.

®Powtarzanie réznych dziatah ma dwojaka postac:
~ liczba powtorzen jest z gory okreslona (przed
rozpoczeciem cyklu), alg. najczesciej zwigzany z
dziataniami na macierzach,
» liczba powtdérzen jest nieznana (zalezy od spetnienia
pewnego warunku), alg. najczesciej zwigzany z
obliczeniami typu iteracyjnego.
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Algorytmy ,dziel | zwyciezaj”

B Dzielimy problem na mniejsze czesci tej samej
postaci co pierwotny.

¥ Teraz te pod-problemy dzielimy dalej na coraz
mniejsze, uzywajgc tej samej metody, az rozmiar
problemu stanie sie tak maty, ze rozwigzanie
bedzie oczywiste lub bedzie mozna uzyc jakiejs
iInnej efektywnej] metody rozwigzania.

® Rozwigzania wszystkich pod-problemow muszg
by¢ potgczone w celu utworzenia rozwigzania
catego problemu.

B Metoda zazwyczaj implementowana z
zastosowaniem technik rekurencyjnych.
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Algorytmy oparte na programowaniu
dynamicznym

® Mozna stosowac
wowczas, kiedy problem
daje sie podzieli¢ na wiele
pod-problemow,
mozliwych do
zakodowania w jedno-,
dwu- lub wielowymiarowej
tablicy, w taki sposdb ze w
pewnej okreslone;
kolejnosci mozna je
wszystkie (a wiec i caty
problem) efektywnie
rozwigzac.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

Jak obliczac cigg Fibonacciego?

1 jedlii=1
Fiy= 1  jedlii=2
F(i-2)+F(i-1) jedlii > 2

Aby obliczy¢ F(n), wartos¢ F(k),
gdzie k<n musimy wyliczy¢ F(n-k)
razy.

Liczba ta rosnie wyktadniczo.
Korzystnie jest wiec zachowac
(zapamietac¢ w tablicy) wyniki
wczesniejszych obliczen (tu: F(k)).
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Algorytmy z powrotami

B Przyktadami tego typu algorytmoéw sg gry.

» Czesto mozemy zdefiniowac jakis problem jako
poszukiwanie jakiegos rozwigzania wsréd wielu mozliwych
przypadkdow.

» Dana jest pewna przestrzeh standéw, przy czym stan jest
to sytuacja stanowigca rozwigzanie problemu albo moggca
prowadzi¢ do rozwigzania oraz sposob przechodzenia z
jednego stanu do drugiego.

» Czasami mogg istnieC stany ktére nie prowadzg do
rozwigzania.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 20 8.01.2013




Algorytmy z powrotami

¥ Metoda powrotow

» Wymaga zapamietania wszystkich wykonanych ruchéw
czy tez wszystkich odwiedzonych stanéw aby mozliwe byto
cofanie posuniec.

» Standw moggq byc¢ tysigce lub miliony wiec bezposrednie
zastosowanie metody powrotow, moggce doprowadzi¢ do
odwiedzenia wszystkich standéw, moze byc zbyt kosztowne.

~Inteligentny wybdr nastepnego posuniecia, funkcja
oceniajaca, moze znacznie poprawic efektywnosc
algorytmu.

CNp. aby unikng¢ przegladania nieistotnych fragmentéw
przestrzeni standéw.
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Wybdr algorytmu

B Regutg jest ze nalezy implementowac aloc];orytmy
najprostsze, ktore wykonujg okreslone zadanie.

¥ Prosty algorytm to

» tatwiejsza implementacja, czytelniejszy kod

» tatwosc¢ testowania

» tatwos¢ pisania dokumentacji,....
¥ Jesli program ma dziatacC wielokrotnie, jego
wydajnosc i wykorzystywany algorytm stajg sie
bardzo wazne.
BBtedy zaokraglen, powstajgce przy reprezentacji
liczb, a takze przy wykonywaniu dziatah na nich
rozwinety sie w samodzielna dziedzine tzw. analiza
numeryczna.
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Efektywnosé algorytmu

B Testy wzorcowe:

» Podczas poréwnywania dwéch lub wiecej programéw
zaprojektowanych do wykonywania tego samego zadania,
opracowujemy niewielki zbiér typowych danych
wejsciowych ktére mogg postuzy¢ jako dane wzorcowe
(ang. benchmark).

» Powinny byc¢ one reprezentatywne i zaktada sie ze
program dobrze dziatajgcy dla danych wzorcowych bedzie
tez dobrze dziatat dla wszystkich innych danych.

» Np. test wzorcowy umozliwiajgcy poréwnanie algorytmow
sortujgcych moze opierac sie na jednym matym zbiorze
danych, np. zbidr pierwszych 20 cyfr liczby =; jednym
srednim, np. zbidér kodow pocztowych wojewddztwa
krakowskiego; oraz na duzym zbiorze takim jak zbiér
numerdw telefonéw z obszaru Krakowa i okolic.

» Przydatne jest tez sprawdzenie jak algorytm dziata dla
Ciggu juz posortowanego (czesto dziatajg kiepsko).
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Efektywnosé algorytmu

B Czas dziatania:

» Oznaczamy przez funkcje T(n) liczbe jednostek czasu,
ktore zajmuje wykonanie programu lub algorytmu w
przypadku problemu o rozmiarze n.

» Funkcje te nazywamy czasem dziatania. Dos¢ czesto
czas dziatania zalezy od konkretnych danych wejsciowych,
nie tylko ich rozmiaru. W takim przypadku, funkcje T(n)
definiuje sie jako najmniej korzystny przypadek z
punktu widzenia kosztow czasowych. Inng wyznaczang
wielkoscig jest tez czas sredni, czyli Sredni dla roznych
danych wejsciowych.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 24 8.01.2013




Modele danych
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Modele danych

BEModele danych sa to abstrakcje wykorzystywane do
opisywania problemow.
B\W informatyce wyrdzniamy zazwyczaj dwa aspekty:

» Wartosci ktdore nasz obiekt moze przyjmowacd.

X Przyktadowo wiele modeli danych zawiera obiekty przechowujace
wartosci catkowitoliczbowe. Ten aspekt modelu jest statyczny;
okresla bowiem wytgcznie grupe wartosci przyjmowanych przez
obiekt.

» Operacje na danych.

X Przyktadowo stosujemy zazwyczaj operacje dodawania liczb
catkowitych. Ten aspekt modelu nazywamy dynamicznym;
okresla bowiem metody wykorzystywane do operowania
wartosciami oraz tworzenia nowych wartosci.

Badanie modeli danych, ich wtasciwosci oraz

sposobow wtasciwego ich wykorzystania stanowi jedno
z podstawowych zagadnien mformatykl
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Modele danych jezykow
programowania

W Kazdy jezyk programowania zawiera wiasny
model danych, ktdéry zazwyczaj istotnie rozni sie
od modeli oferowanych przez inne jezyki.

¥ Podstawowa zasada realizowana przez
wiekszosc¢ jezykédw programowania w odniesieniu
do modeli danych okresla, ze kazdy program
ma dostep do ,,pudetek”, ktore traktujemy

jako obszary pamieci.
» Kazde ,pudetko” ma swdj typ, np. int, char.
» Wartosci przechowywane w pudetkach nazywamy czesto
obiektami danych.

» Mozemy teraz nadawac nazwy wykorzystywanym
pudetkom. W ogdélnosci nazwa jest dowolnym
wyrazeniem wskazujgcym na pudetko.
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Modele danych jezykdéw programowania

® Bardzo wazne sg tez modele danych, ktére nie
sg czescig jezyka programowania, takie jak listy,
drzewa, grafy, zbiory.

¥ Np. w jezyku matematycznym, lista jest ciggiem
n elementow, ktéry zapisujemy jako (a,,a,,
...,a_). Do zbioru operacji wykonywanych na
listach naleza:
» tworzenie listy,
» wstawianie nowego elementu do listy,
» usuwanie elementu z listy,
» fgczenie list.
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Modele danych jezykdéw programowania

¥ Podstawowe typy danych w jezyku programowania C
to:
» liczby catkowite, liczby zmiennoprzecinkowe,
» znaki,
» tablice,
» struktury,
» wskazniki.

W Wszystkie te pojecia to statyczne elementy modelu
danych.

¥ Dopuszczalne operacje na tych danych to:

» typowe operacje arytmetyczne na liczbach catkowitych i
zmiennoprzecinkowych,

» operacje dostepu do elementdéw tablic i struktur,
» oraz wytuskiwanie wskaznikdéw czyli znajdywanie obiektow przez
nie wskazywanych.
¥ Te operacje to dynamiczne elementy modelu
danych.
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Modele danych jezykdéw programowania

¥ Bardzo wazne sg tez modele danych, ktére nie
sg czescig jezyka programowania, takie jak listy,
drzewa, grafy, zbiory.

¥ Np. w jezyku matematycznym, lista jest ciggiem
n elementow, ktéry zapisujemy jako (a,,a,,
...,a_). Do zbioru operacji wykonywanych na
listach naleza:
» tworzenie listy,
» wstawianie nowego elementu do listy,
» usuwanie elementu z listy,
» fgczenie list.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 30 8.01.2013




LISTY

Listy naleza do najbardziej podstawowych
modeli danych wykorzystywanych w
programach komputerowych.
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Struktura danych - lista jednokierunkowa

¥ Najprostszym sposobem implementacji I|st{1est
wykorzystanie jednokierunkowej listy komor Kazda z
komorek sktada sie z dwoch pdl, jedno zawiera element listy,
drugie zawiera wskaznik do nastepnej komorki listy
jednokierunkowej.

L — al < a2 > EE— an ©

Lista jednokierunkowa L = (a,, a,, ..., a,).
® Dla kazdego elementu istnieje doktadnie jedna komérka; element a,
znajduje sie w polu i-tej komaorki.

] Wsikaz'nik w i-tej komorce wskazuje na i+1 komoérke, dlai= 1, 2, ...,
n-

L] }Nskaznlk w ostatniej komoérce jest rowny NULL i oznacza koniec
isty

B Poza listg wykorzystujemy wskaznik L, ktory wskazuje na pierwsza
komorke listy. Gdyby lista byta pusta L = NULL.

® Dla kazdej komérki znamy wskaznik nastepnej (ang. next).
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Podstawowa terminologia

B Operacje na listach, mozemy:

» sortowac liste czyli formalnie zastepowac dang liste
inng listg ktdéra powstaje przez wykonanie permutacji na
liscie oryginalnej,

» dzielic liste na podlisty,

» scalac podlisty,

» dodawac element do listy,
» usuwac element z listy,

» wyszukac element w liscie.
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Lista jednokierunkowa

Wstawianie, wyszukiwanie, usuwanie:

Lista Wstawianie | Usuwanie | Wyszukanie
Brak Duplikatéw n/2 - n n/2 - n n/2 - n
Duplikaty 0 m m/2 - m
Lista
posorfowana n/2 n/2 n/2

n ilos¢ elementéw w stowniku (oraz liscie bez duplikatow)

m ilos¢ elementéw w liscie z duplikatami

n/2 - m oznacza ze srednio przeszukujemy n/2 przy
pomysinym wyniku oraz m przy niepomysinym.

Zobaczymy w nastepnym wyktadzie ze dla implementac;ji
stownika w postaci drzewa przeszukiwania binarnego operacje
wymagajg srednio O(log n).
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Lista oparta na tablicy

¥ Tnnym powszechnie znanym sposobem

implementowania listy jest tworzenie struktury
ztozonej z dwoch komponentéw:

» tablicy przechowujacej elementy listy L (musimy

a 0
zadeklarowac¢ maksymalny wymiar), =
» zmiennej przechowujgcej liczbe elementéw 9 1
znajdujacej sie aktualnie na liscie, oznaczmy ja
przez n.

Implementacja list oparta na tablicy jest z wielu

powodow bardziej wygodna niz oparta na liscie d n-1
jednokierunkowej.

Wada: koniecznos¢ zadeklarowania maksymalnej
liczby elementéw.

Zaleta: mozliwos¢ przeszukiwania binarnego jezeli
lista byta posortowana.

max-1
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Stos

Abstrakcyjny typ danych

= stos
Implementujgca struktura danych

= lista jednokierunkowa, lista oparta na
tablicach

B Stos: Sekwencja elementéw a,, a,, ..., a, nalezacych do
pewnego typu.
B Operacje wykonywane na stosie:
» ktadziemy element na szczycie stosu (ang. push)
» zdejmujemy element ze szczytu stosu (ang. pop)
» czyszczenie stosu - sprawienie ze stanie sie pusty (ang. clear)
» sprawdzenie czy stos jest pusty (ang. empty)
» sprawdzenie czy stos jest petny
Kazda z operacji jest T(n) = O(1).

W Stos jest wykorzystywany ,,w tle” do implementowania
funkcji rekurencyjnych.
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Wykorzystanie stosu w implementacji wywotan
funkcji
W Stos czasu wykonania przechowui1 rekordy aktywacji dia
wszystkich istniejgcych w danej chwili aktywacj.
¥ Wywotujac funkcje ktadziemy rekord aktywacji ,na stosie”.

B Kiedy funkcja kohczy swoje dziatanie, zdejmujemy jej rekord
aktywacji ze szczltu stosu, ods’fanlajac tym samym rekord
aktywacji funkcji ktéra ja wywo’fa’ra

n 1
fact 1
n 2 n 2 n 2
fact - fact - fact 2
n 3 n 3 n 3 n 3 n 3
fact - fact - fact - fact - tact 6
n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4
fact - fact - fact - fact - fact - fact - tact 24
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Kolejka

Abstrakcyjny typ danych

= kolejka
Implementujgca struktura danych

= lista jednokierunkowa, lista oparta na
tablicach

B Kolejka: sekwencja elementéw a,, a,, ..., a
nalezgcych do pewnego typu.

B Operacje wykonywane na kolejce:
» dotaczenie elementu do konca kolejki (ang. push)
» usuniecie element z poczatku kolejki (ang. pop)

» czyszczenie kolejki - sprawienie ze stanie sie pusta (ang.
clear)

» sprawdzenie czy kolejka jest pusta (ang. empty)
Kazda z operacji jest T(n) = O(1).
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Wiecej abstrakecyjnych typdéw danych...

Abstrakcyjny typ _Abstrakcyjna_x Struktura danych
danych implementacja
: , Struktura
. Drzewa przeszukiwania :
Stownik [ lewe dziecko - prawe
go :
dziecko
Zréwnowazone drzewo
Kolejka priorytetowa | czesSciowo Kopiec
uporzadkowane
. Listaj Ki k
Stownik Lista 1 'S a.Jednf) |erl'Jn owa
2. Tablica mieszajaca
: 1. Lista jednokierunkowa
Stos Lista :
2. Tablica
. Lista jednokierunkowa
Kolejka Lista - | .J )
2. Tablica cykliczna
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ZBIORY

B Zbidr jest najbardziej podstawowym
modelem danych w matematyce.

W Wszystkie pojecia matematyczne, od drzew
po liczby rzeczywiste mozna wyrazic za
pomocyg specjalnego rodzaju zbioru.
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Podstawowe definicje

¥ W matematyce pojecie zbioru nie jest
zdefiniowane wprost.

W Zamiast tego, podobnie jak punkt czy prosta w
geometrii, zbior jest zdefiniowany za pomoca
swoich wtasnosci.

B W szczegdlnosci istnieje pojecie przynaleznosci,
ktore jest sensowne tylko i wytgcznie dla zbioréw.
Jesli S jest zbiorem oraz x jest czymkolwiek,
zawsze mozemy odpowiedzie¢ na pytanie

»Czy X nalezy do zbioru S?”

B Zbior S sktada sie wiec z wszystkich takich
elementdéw x, dla ktérych x nalezy do zbioru S.
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Podstawowe definicje

B Definicja za pomoca abstrakcji:

*Wyliczenie elementéw nalezacych do zbioru nie jest
jedynym sposobem jego definiowania. Bardzo wygodne
jest wyjscie od definicji ze istnieje zbiér S oraz ze jego
elementy spetniajg wtasnos¢ P, tzn. {x : x 0 S oraz
P(x) } czyli ,zbidér takich elementdéw x nalezgcych do
zbioru S, ktére spetniajg wtasnosc¢ P”
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Operacje na zbiorach

B Jezeli S i1 T sg zdarzeniami w przestrzeni
probabilistycznej, to suma, przeciecie i réznica
majg naturalne znaczenie,

> S |J T jest zdarzeniem polegajagcym na zajsciu
zdarzenia S lub T,

» S T jest zdarzeniem polegajagcym na zajsciu
zdarzenia S I T,

» S\ T jest zdarzeniem polegajgcym na zajsciu
zdarzenia S ale nie T,

~]esli S jest zbiorem obejmujgcym catg przestrzen
probabilistyczna, S \ T jest dopetnieniem zbioru T.
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Zbiory a listy

B |stotne réznice miedzy pojeciem zbidr S =
{x, X,, ..., Xx_}alistg L= (X, X, ..., X_):

n

» Kolejnos¢ elementdw w zbiorze jest nieistotna (a dla listy
jest istotna).

» Elementy nalezgce do listy moga sie powtarzac (a dla
zbioru nie moga).
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Implemetacja zbioréw na listach

B Zbiory jako posortowane listy

» Operacje wykonujemy znacznie szybciej jezeli elementy
sg posortowane. Za kazdym razem porownujemy ze
sobg tylko dwa elementy (po jednym z kazdej listy).

» Wyznaczenie sumy, przeciecia czy réznicy zbiorow o
rozmiarach m i n wymaga czasu O(m-+n).

~ Jezeli listy nie byty pierwotnie posortowane to
sortowanie list zajmuje
O(m log m + nlog n).

» Operacja ta moze nie by¢ szybsza niz O(m n) jesli ilos¢
elementdw list jest bardzo rézna.

> Jezeli liczby m i n sa poréwnywalne to O(m log m
+ nlog n) < O(m n)
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Iimplementacja oparta na wektorze wiasnym

B Definiujemy uniwersalny zbior U w ktérym zawierajg sie
wszystkie zbiory na ktorych bedziemy przeprowadzac
operacje. Np. talia kart (zbiér 52 kart) jest uniwersalny dla
roznych mozliwych zbiordow kart.

® Porzadkujemy elementy zbioru U w taki sposdb, by
kazdy element tego zbioru mozna byto zwigzac z
unikatowa ,,pozycja ”, bedaca liczbg catkowitg od 0 do
n-1 (gdzie n jest liczba elementdéw w zbiorze
uniwersalnym). Liczba elementow w zbiorze S jest m.

B Wodwczas, zbior S zawierajgcy sie w zbiorze U, mozemy
reprezentowac za pomoca wektora witasnego
ztozonego z zer i jedynek - dla kazdego elementu x
nalezgcego do zbioru U, jesli x nalezy takze do zbioru S,
odpowiadajgca temu elementowi pozycja zawiera wartos¢
1; jesli x nie nalezy do S, na odpowiedniej pozycji mamy
wartosc¢ 0.
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Przykitad z kartami

B Zbiér wszystkich kart koloru trefl
1111111111111000000000000000000000000000000000000000

B Zbidor wszystkich figur
0000000000111000000000011100000000001110000000000111

B Poker w kolorze kier (as, walet, dama, krol)
0000000000000000000000000010000000001110000000000000

W Kazdy element zbioru kart jest zwigzany z
unikatowg pozycja.
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Iimplementacja oparta na wektorze wiasnym

W Czas potrzebny na wykonanie operacji
sumy, przeciecia i roznicy jest O(n).

B |esli przetwarzane zbiory sg duzg czescia
zbioru uniwersalnego to jest to duzo lepsze
niz O(m log m) (posortowanie listy) lub
O(m?) (nieposortowane listy).

B jesSli m << n to jest to oczywiscie
nieefektywne.

¥ Ta implementacja rowniez niepraktyczna
jezeli wymaga zbyt duzego U.
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Struktura danych tablicy mieszajace]j

B Kazda komorka sktada sie z listy jednokierunkowej,
w ktorej przechowujemy wszystkie elementy zbioru
wystanego do tej komorki przez funkcje mieszajgca.

O AbK odnalez¢ element x obliczamy wartos¢ h(x), ktéra
azuje na numer komorki.

B Jesli tablica mieszajgca zawiera element x, to mozemy
0 znalezC przeszu UJac liste ktora znaJdUJe sie w tej
omaoarce.

¥ Tablica mleszajcha pozwala na w?/korzystanle
reprezentacji zbioréw opartej na liscie (wolne
Erzeszuklwame) ale dzieki podzieleniu zbioru na B
omorek, czas przeszukiwania jest ~ 1/B potrzebnego
do przeszuklwanla catego zbioru.

B W szczegolnosci moze by¢ nawet O(1), czyli taki jak w
reprezentacji zbioru opartej na wektorze wtasnym.
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Struktura danych tablicy mieszajace]

nagtéwki

x —h(x) © la, | —— ——a, |o

B-1

B |stnieje funkcja mieszajaca (ang. hash function), ktéra
jako argument pobiera element x i zwraca liczbe catkowitg z
przedziatu O do B-1, gdzie B jest liczbg komdrek w tablicy
mieszajgce;.

B Wartoscig zwracang przez h(x) jest komorka, w ktore;
umieszczamy element x.

B Wazne aby funkcja h(x) ,mieszata”, tzn. aby komorki
zawieraty te samg przyblizong liczbe elementéw.
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Drzewa

B |[stnieje wiele sytuacji w ktorych przetwarzane
informacje majg strukture hierarchiczng lub
zagniezdzong, jak drzewo genealogiczne lub
diagram struktury organizacyjnej.

W Abstrakcje modelujgce strukture
hierarchiczng nazywamy drzewem - jest to
jeden z najbardziej podstawowych modeli
danych w informatyce.
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Podstawowa terminologia

® Drzewa sg zbiorami punktow, zwanych )
weztami lub wierzchotkami, oraz potgczen,

zwanych krawedziami.
B Krawedz tgczy dwa rézne wezty. @
B Aby struktura zbudowana z weztow

potgczonych krawedziami byta drzewem musi

spetniac pewne warunki;
» W kazdym drzewie wyrdézniamy jeden wezet G G 0

zwany korzeniem n, (ang. root)
» Kazdy wezet ¢ nie bedacy korzeniem jest

potgczony krawedzig z innym weztem zwanym
rodzicem p (ang. parentglwez’fa c. Wezet ¢ G @ G
nazywamy takze dzieckiem (ang. child) wezta p.

» Kazdy wezet ¢ nie bedacy korzeniem ma
doktadnie jednego rodzica.

» Kazdy wezet ma dowolng liczbe dzieci.

> Drzewo jest spojne (ang. connected) w tym .
sensie ze jezeli rozpoczniemy analize od ne = dziecko n,
dowolnego wezta ¢ nie bedgcego korzeniem |
przejdziemy do rodzica tego wezta, nastepnie do
Lodzm,a tego rodzica, itd., osiggniemy w koncu

orzen.

n, = rodzic n,, n;, n,
n, = rodzic ng, N,
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Rekurencyjna definicja drzew

¥ Podstawa: Pojedynczy wezet n jest drzewem. Méwimy
ze n jest korzeniem drzewa ztozonego z jednego wezta.

¥ Indukcja: Niech r bedzie nowym weztem oraz niech
T, T, .., T bedg drzewami zawierajgcymi odpowiednio 0
korzenie c,, C,, ..., C,. Zatdzmy ze zaden wezet nie
wystepuje wiecej niz raz w drzewach T, T,, ..., T,, oraz
ze r, bedacy ,,nowym” weztem, nie wystepuje w zadnym
z tych drzew. Nowe drzewo T tworzymy z wezta r i
drzew T,, T, ..., T, w nastepujgcy sposob:

» wezet r staje sie korzeniem drzewa T; G G Q Q

» dodajemy k krawedzi, po jednej tgczgc r z kazdym z weztow
C,, C,, ..., C, Otrzymujgc w ten sposob strukture w ktorej
kazdy z tych weztéw jest dzieckiem korzenia r. Inny sposéb
interpretacji tego kroku to uczynienie z wezta r rodzica
kazdego z korzenidrzew T, T,, ..., T,.
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Drzewa zaetykietowane i drzewa wyrazen.

® Drzewo zaetykietowane to takie w ktérym z

kazdym weztem drzewa zwigzana jest jakas
etykieta lub wartos¢. Mozemy reprezentowac
wyrazenia matematyczne za pomocg drzew
zaetykietowanych.
1 2

W Definicja drzewa zaetykietowanego dla
wyrazeh arytmetycznych zawierajgcych
operandy dwuargumentowe +,-,¢,/ oraz E. +E
0 jed t - 1 2

perator jednoargumentowy -.
» Podstawa: Pojedynczy operand niepodzielny jest
wyrazeniem.

Reprezentujgce go drzewo sktada sie z pojedynczego
wezta, ktdérego etykietg jest ten operand.

» Indukcja: Jesli E; oraz E, sq wyrazeniami E
(_ El)

reprezentowanymi odpowiednio przez drzewa T,, T,,
wyrazenie (E, + E,) reprezentowane jest przez drzewo
ktorego korzeniem jest wezet o etykiecie +. Korzeh ten

ma dwoje dzieci, ktérego korzeniami sg odpowiednio

korzenie drzew T,, T,. 8.01.2013




Konstrulkcja drzew wyrazen

(x + 10) (x + 10) (x + 10)




Reprezentacja tablicowa

B Jednym z najprostszych sposobdw reprezentowania drzewa jest

wykorzystanie dla kazdego wezta struktury sktadajgcej sie z pola

lub pdl reprezentujgcych etykiete oraz tablicy wskaznikéw do

dzieci tego wezta.

info

Po

P1

be-l

¥ Info reprezentuje etykiete wezfa.

W Stata bf jest rozmiarem tablicy wskaznikow. Reprezentuje
maksymalng liczbe dzieci dowolnego wezta, czyli czynnik

rozgatezienia (ang. branching factor).
B j-ty element tablicy reprezentujgcej wezet zawiera wskaznik do i-

tego dziecka tego wezta.

B Brakujgce potgczenia mozemy reprezentowac za pomocg

wskaznika pustego NULL.




Reprezentacje drzewa

¥ W reprezentacji drzew zwanej skrajnie lewy
potomek-prawy element siostrzany (ang. left-
most-child-right-sibling), w kazdym wezle
umieszczamy jedynie wskazniki do skrajnie
lewego dziecka; wezet nie zawiera wskaznikow do
zadnego ze swoich pozostatych dzieci.

B Aby odnalez¢ drugi i wszystkie kolejne dzieci
wezta n, tworzymy liste jednokierunkowa tych
dzieci w ktérej kazde dziecko ¢ wskazuje na
znajdujgce sie bezposrednio po jego prawej
stronie dziecko wezta n.

W Wskazany wezet nazywamy prawym
elementem siostrzanym wezta c.
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Reprezentacje drzewa

Reprezentacja skrajnie lewy
potomek-prawy element

G siostrzany

typedef struct NODE *pNODE;

Drzewo ztozone z 7 weztéw

info - etykieta struct NODE
leftmostChild - informacja o wezle y int infO'{

rightSibling - czesc listy PNODE leftmostChild, rightSibling:
jednokierunkowej dzieci rodzica tego y

wezta
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Reprezentacje drzewa

B Reprezentacja oparta na tablicy wskaznikow
umozliwia nam dostep do i-tego dziecka dowolhego
wezta w czasie O(1). Taka reprezentacja wigze sie
jednak ze znacznym marnotrawstwem przestrzeni
pamieciowej, jesli tylko kilka weztdw ma wiele dzieci.
W takim wypadku wiekszos¢ wskaznikéw w tablicy
children bedzie rowna NULL.

B Reprezentacja skrajnie lewy potomek-prawy
element siostrzany wymaga mniejszej przestrzeni
pamieciowej. Nie wymaga réwniez istnienia
maksymalnego czynnika rozgatezienie weztéw.
Mozemy reprezentowac¢ wezty z dowolna wartoscia
tego czynnika, nie modyfikujgc jednoczesnie struktury
danych.

8.01.2013




Rekurencja w drzewach

W UzytecznoscC drzew wynika z
liczby mozliwych operacji
rekurencyjnych, ktére
mozemy na nich wykonac¢ w
naturalny i jasny sposéb

(chcemy drzewa przeglgdad). @
¥ Prosta rekurencja zwraca
etykiety weztow w porzadku
wzdfuznym (ang. pre-order @ @ @
listing), czyli: korzen, lewe
poddrzewo, prawe poddrzewo.
¥ Inng powszechnie stosowang @ @ G

metodg do przegladania
weztow drzewa jest tzw.
przeszukiwanie wsteczne
(ang. post-order listing),
czyli lewe poddrzewo, prawe
poddrzewo, korzen.
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Drzewa binarne

W drzewie binarnym wezet moze miec co najwyzej dwoje
bezposrednich potomkow.
Rekurencyjna definicja drzewa binarnego:
Podstawa:
» Drzewo puste jest drzewem binarnym.
Indukcja:
> Jesli r jest weztem oraz T,, T, sg drzewami binarnymi, istnieje
drzewo binarne z korzeniem r, lewym poddrzewem T, |
prawym poddrzewem T,. Korzehn drzewa T, jest lewym
dzieckiem wezta r, chyba ze T, jest drzewem pustym. Podobnie
korzeh drzewa T, jest prawym dzieckiem wezta r, chyba ze T,
jest drzewem pustym.
» Wiekszos¢ terminologii wprowadzonej przy okazji drzew stosuje
sie oczywiscie tez do drzew binarnych.
Roznica: drzewa binarne wymagajg rozréznienia lewego od
prawego dziecka, zwykle drzewa tego nie wymagaja.
Drzewa binarne to NIE sg zwykle drzewa, w ktérych wezty
mogg miec co najwyzej dwdjke dzieci.
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Drzewa binarne

Zdegenerowane
drzewo binarne

Wysokos¢ drzewa ztozonego z k-
weztéw to k-1.

Czyli h = O(k).

Operacje insert, delete, find
wymagajg srednio O(k).

Petne drzewo binarne

Drzewo o wysokosci h ma k=2h+1-1
weziow.

Czyli h = O(log k).

Operacje insert, delete, find
wymagajg srednio O(log k).
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Drzewa binarne czesciowo uporzadikowane

B Jest to zaetykietowane
drzewo binarne o
nastepujgcych wiasnosciach: @

» Etykietami weztéw sg elementy
Z przypisanymi priorytetami;
priorytet moze by¢ wartoscia @ @
elementu lub przynajmniegj

jednego z jego komponentow. e o o 9

» Element przechowywany w
wezle musi miec co najmniej tak
duzy priorytet jak element e a e
znajdujacy sie w dzieciach tego
wezta. Element znajdujgcy sie w
korzeniu dowolnego poddrzewa
jest wiec najwiekszym
elementem tego poddrzewa. 8.01.2013



Drzewa przeszukiwania binarnego

B Jest to zaetykietowane @
drzewo binarne dla ktérego
etykiety nalezg do zbioru w

ktdorym mozliwe jest (10 (26)

zdefiniowanie relacji

Mmniejszosci.
O Dla{ka_lidego wezta x e @ @ @
spetnione sa nastepujace
wilasnosci: (3) (1) (13
» wszystkie wezty w lewym
poddrzewie maja etykiety
mniejsze od etykiety wezta x
» wszystkie w prawym
poddrzewie maja etykiety
wieksze od etykiety wezta x.
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Graf

B Graf to jest relacja binarna.
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Podstawowe pojecia

¥ Graf skierowany (ang. directed graph)
Sktada sie z nastepujgcych elementow:
» Zbioru V wierzchotkédw (ang. nodes, vertices)
» Relacji binarnej E na zbiorze V. Relacje E nazywa sie
zbiorem krawedzi (ang. edges) grafu skierowanego.
Krawedzie stanowig zatem pary wierzchotkéw (u,v).

v={0,1,2,3,4}
E={(0,0), (0,1), (0,2), (1,3),

(2,0), (2,1), (2,4), (3,2),
(3,4), (4,1) }
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Sposoby implementacji graféw

B |stniejg dwie standardowe metody
reprezentacji grafow.

» Pierwsza z nich, listy sasiedztwa (ang. adjacency lists),
jest, ogolnie rzecz biorgc, podobna do implementacji
relacji binarnych.

» Druga, macierze sgsiedztwa (ang. adjacency
matrices), to nowy sposob reprezentowania relacji
binarnych, ktdry jest bardziej odpowiedni dla relacji, w
przypadku ktorym liczba istniejgcych par stanowi
Zznaczgcyq czesc catkowitej liczby par, jakie mogtyby
teoretycznie istnieC w danej dziedzinie.
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Reprezentacja grafu za pomoca list sgsiedztwa

W Listy sgsiedztwa zostaty posortowane wg.
kolejnosci, ale nastepniki mogg wystepowac w
dowolnej kolejnosci na odpowiednigj liscie

sgsiedztwa.
0 0 1 2| °
1 3 | °
2 0 4 |o
3 2 4 | o
N R

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 68 8.01.2013




Reprezentacja grafu za pomoca macierzy sgsiedztwa

® Tworzymy dwuwymiarowg tablice;
BOOLEAN vertices[MAX][MAX];

w ktorej element vertices[ullv] ma wartosc
TRUE wowczas, gdy istnieje krawedz (u, v), zas
FALSE, w przeciwnym przypadku.

0O 1 2 3 4
o1 1 1 0 0O
1170 0 0 1 O
21 1 0 0 1
3]0 0 1 O 1
410 1T 0 0 O
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Spdjna sktadowa grafu nieskierowanego

B Kazdy graf nieskierowany mozna podzieli¢ na
jedna lub wiekszg liczbe spojnych sktadowych
(ang. connected components).

B Kazda spojna sktadowa to taki zbior
wierzchotkow, ze dla kazdych dwoch z tych
wierzchotkow istnieje tgczgca je sciezka. Jezel
graf sktada sie z jednej spojnej sktadowej to
mowimy ze jest spojny (ang. connected;.

Kahului

To jest graf spojny

Keokea
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Algorytm wyznaczania spoéjnych sktadowych

® Chcemy okresli¢ spdjne sktadowe grafu G. Przeprowadzamy
rozumowanie indukcyjne.

B Podstawa:
» Graf G, zawiera jedynie wierzchotki grafu G i zadnej jego

krawedzi. Kazdy wierzchotek stanowi odrebng spdjng
sktadowg .

B Indukcja:
» Zaktadamy, ze znamy juz spdjne sktadowe grafu G, po
rozpatrzeniu pierwszych i krawedzi, a obecnie rozpatrujemy
(i+1) krawedz {u, v%.
X jezeli wierzchotki u, v naleza do jednej spojnej sktadowej to nic sie
nie zmienia
X jeéeli do dwoch réznych, to tgczymy te dwie spdjne sktadowe w
jedna.
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Minimalne drzewa rozpinajace

¥ Drzewo rozpinajace (ang. spanning tree) grafu
nieskierowanego G stanowi zbior wierzchotkow
tego grafu wraz z podzbiorem jego krawedzi,
takich ze:

> tacza one wszystkie wierzchotki, czyli istnieje droga
miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami ktéra sktada
sie tylko z krawedzi drzewa rozpinajgcego.

> tworza one drzewo nie posiadajace korzenia,
nieuporzgdkowane. Oznacza to ze nie istniejg zadne
(proste) cykle.

B Jesli graf G stanowi pojedynczg spdjng sktadowag
to drzewo rozpinajgce zawsze istnieje.
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Minimalne drzewa rozpinajace

EMinimalne drzewo rozpinajace (ang. minimal
spanning tree) to drzewo rozpinajace, w ktérym suma
etykiet jego krawedzi jest najmniejsza ze wszystkich
mozliwych do utworzenia drzew rozpinajgcych tego grafu.

Graf nieskierowany Drzewo rozpinajace
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Algorytm Kruskala

¥ Najbardziej znany to algorytm Kruskala, ktéry stanowi
proste rozszerzenie algorytmu znajdowania spojnych
skftadowych. Wymagane zmiany to:
» nalezy rozpatrywac krawedzie w kolejnosci zgodnej z rosngca
wartoscig Ich etykiet,
» nalezy dotgczy¢ krawedz do drzewa rozpinajq}geg(_) tylko w
ch roznych

takim wypadku gdy %ej konce nalezg do dwé
spojnych sktadowych.

Graf nieskierowany Minimalne drzewo rozpinajace
(w nawiasach podano kolejnos¢

dodawanych krawedzi)
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Algorytm przeszukiwania w giab

B |est to podstawowa metoda badania grafow
skierowanych. Bardzo podobna do stosowanych dla drzew,
w ktorych startuje sie od korzenia i rekurencyjnie bada
wierzchotki potomne kazdego odwiedzonego wierzchotka.

® Trudnos$¢ polega na tym ze w grafie mogag pojawiac sie
cykle... Nalezy wobec tego znaczyc wierzchoftki juz
odwiedzone i nie wracac wiecej do takich wierzchotkdw.

% W celu uniknigcia dwukrotnego odwiedzenia tego samego
wierzchotka jest on odpowiednio oznaczany wigc graf w
trakcie jego badania zachowuje sie podobnie do
drzewa.

B W rzeczywistosci mozna narysowac drzewo, ktérego
krawedzie rodzic-potomek bedg niektérymi krawedziami
przeszukiwanego grafu G. Takie drzewo nosi nazwe drzewa
przeszukiwania w gtab (ang. depth-first-search) dla
danego grafu.
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Drzewo przeszukiwania w gtab

krawedz = _

wsteezna

¥ Po (podczas) konstruowaniu drzewa przeszukiwania
w gtgb mozna ponumerowac jego wierzchotki w
kolejnosci wstecznej (ang. post-order).
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Algorytm Dijkstry

¥ Traktujemy wierzchotek s jako
wierzchotek zrédtowy. W etapie
posrednim wykonywania algorytmu
w grafie G istniejg tzw. wierzchoftki
ustalone (ang. settled), tzn. takie
dla ktérych znane sg odlegtosci
minimalne. W szczegdlnosci zbior
takich wierzchotkéw zawiera
rowniez wierzchotek s.

® Dla nieustalonego wierzchotka v
nalezy zapamietac dtugosc specjalna
najkrotszej drogi specjalnej
(ang. special path) czyli takiej ktdra
rozpoczyna sie w wierzchotku
zrodtowym, wiedzie przez ustalone
wierzchotki, i na ostatnim etapie
przechodzi z obszaru ustalonego do
wierzchotka v.
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Algorytm Dijkstry

B Dla kazdego wierzchotka u zapamietujemy wartosc
dist(u). Jesli u jest wierzchotkiem ustalonym, to
dist(u) jest dtugoscig najkrotszej drogi ze zrédta do
wierzchotka u.(iesli u nie jest wierzchotkiem
ustalonym, to dist(u) jest dtugoscig drogi specjalnej
ze zrodta do u.

® Na czym polega ustalanie wierzchotkow:

» znajdujemy wierzchotek v ktory jest nieustalony ale
posiada najmniejszg dist(v) ze wszystkich wierzchotkéw
nieustalonych

> grzyjmujemy wartosc¢ dist(v) za minimalng odlegtos¢ z s

oV

» dostosowujemy wartosci wszystkich dist(u) dla innych
wierzchotkow, ktore nie sg ustalone, wykorzystujgc fakt,
ze wierzchotek v jest juz ustalony.

» Czyli Eoréwnujem_y stare dist(u) z wartoscig dist(v)
+etykieta(v, u) jezeli taka (v, u) krawedz istnieje.

Czas wykonania algorytmu jest O(m log n).
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Algorytm Dijkstry

Etapy wykonania algorytmu Dijkstry
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Algorytmy grafowe

PROBLEM

Minimalne drzewo rozpinajace
Znajdowame cykh
Uporzadkowanie topologiczne

Osiagalnosc w przypadku
pojedynczego zrodla

Spojne skladowe

Najkrotsza droga
dla pojedyncz. zrodla

Najkrotsza droga dla
wszystkich par

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was

ALGORYTM(Y)
Algorytm Kruskala
Przeszukiwanie w glab
Przeszukiwanie w glab

Przeszukiwanie w glab

Przeszukiwanie w glab

Algorytm Dyjskry

Algorytm Dyjskry

Algorytm Floyda

80

CZAS WYKONANIA
O(m log n)
O(m)
O(m)

O(m)

O(m)

O(m log n)

O(m n log n)

O(n?)
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