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Model danych oparty na drzewach

Istnieje wiele sytuacji w ktorych przetwarzane
informacje majg strukture hierarchiczng lub
zagniezdzong, jak drzewo genealogiczne lub
diagram struktury organizacyjnej.

Abstrakcje modelujgce strukture hierarchiczng
nazywamy drzewem — jest to jeden z najbardziej
podstawowych modeli danych w informatyce.
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Podstawowa terminologia

Drzewa sg zbiorami punktéw, zwanych weztami lub wierzchotkami, oraz
potgczen, zwanych krawedziami. Krawedz tgczy dwa rozne wezly.

Aby struktura zbudowana z weztéw potgczonych krawedziami byta drzewem
musi spetnia¢ pewne warunki:

—

—

W kazdym drzewie wyrdézniamy jeden @
wezet zwany korzeniem n1 (ang. root) ‘ \
Kazdy wezet ¢ nie bedacy korzeniem

jest potaczony krawedzig z innym
weztem zwanym rodzicem p (ang.

parent) wezta c. Wezet ¢ nazywamy / \ ‘

takze dzieckiem (ang. child) wezta p. @

N\

Drzewo jest spdjne (ang. connected) w
tym sensie ze jezeli rozpoczniemy
analize od wezta c nie bedacego

korzeniem i przejdziemy do rodzica n1 = rodzic n2, n3, n4
tego wezta, osiggniemy w koncu n2 = rodzic n5, n6
korzen. n6 = dziecko n2
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Rekurencyjna definicja drzew

Podstawa: Pojedynczy wezet n jest drzewem. Mowimy ze n jest korzeniem
drzewa ztozonego z jednego wezia.

Indukcja: Niech r bedzie nowym weztem oraz niech T, T,,....,T, bedg
drzewami zawierajgcymi odpowiednio korzenie c,,C,,Cs. Zaden wezet nie
wystepuje wiecej niz raz w drzewie T, oraz ze r, bedacy ,nowym” weztem, nie
moze wystepowac w zadnym z tych drzew. Nowe drzewo T tworzymy z wezta

ridrzew T,, T,,....,T; w nastepujacy sposob: @
1. wezet r staje sie korzeniem drzewa T, /
2. dodajemy po jednej krawedzi faczacej r z ‘
kazdym z weztow c,, c,,...,C,, otrzymujac
w ten sposob strukture w ktorej kazdy z
tych weztéw jest dzieckiem korzenia r.
Inny sposob interpretacji tego kroku to / ‘

uczynienie z wezta r rodzica kazdego z \
korzeni drzew Ty, T,,....,T,. @ @
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Podstawowa terminologia

Relacje rodzic-dziecko mozna w naturalny sposéb rozszerzyc do relaciji
przodkéw i potomkow.

Sciezka nazywamy ciag weztéw, takich ze poprzedni

jest rodzicem nastepnego. Wezty na sciezce to

potomkowie (przodkowie). Jezeli cigg weztow (n4, n,, @

N, ..., Ny) jest Sciezka, to dtugos¢ sciezki jest k-1. / | \

(dtugosc¢ sciezka dla pojedynczego wezta =0). Jezeli

$ciezka ma diugosé >=1, to wezet m, nazywamy @ @ @
wiasciwym przodkiem wezta m,, a wezet m, wiasciwym

potomkiem wezta m,,. / \ |
W dowolnym drzewie T, dowolny wezet n wraz z jego @
potomkami nazywamy poddrzewem @ @

Lisciem (ang. leaf) nazywamy wezet drzewa ktory nie
ma potomkow.

Wezel wewnetrzny to taki wezet ktéry ma jednego lub
wiekszg liczbe potomkow.

Wysokos¢ drzewa to dtugosc najdiuzszej sciezki od
korzenia do liscia. Gtebokos$¢ wezta to dlugos¢ drogi od
korzenia do tego wezia.
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Drzewa zaetykietowane i drzewa wyrazen.

Drzewo zaetykietowane to takie w ktorym z @ @

kazdym weztem drzewa zwigzana jest jakas / |
etykieta lub wartos¢. Mozemy reprezentowac
wyrazenia matematyczne za pomocg drzew ﬁ @ @
zaetykietowanych.

El+E2  CED

Definicja drzewa zaetykietowanego dla wyrazen arytmetycznych zawierajgcych
operandy dwuargumentowe +,-,,/ oraz operator jednoargumentowy -.

Podstawa: Pojedynczy operand niepodzielny jest wyrazeniem.
Reprezentujgce go drzewo sktada sie z pojedynczego wezta, ktdrego etykietg
jest ten operand.

Indukcja: Jesli E1 oraz E2 sg wyrazeniami reprezentowanymi odpowiednio

przez drzewa T1, T2, wyrazenie (E1+E2) reprezentowane jest przez drzewo
ktorego korzeniem jest wezet o etykiecie +. Korzen ma dwoje dzieci, ktorego
korzeniami sg odpowiednio korzenie drzew T1, T2........
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Konstrukcja drzew wyrazen

o
o
d‘h ‘:;

(x+10)

- (x +10)
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Struktura danych dla drzew

Do reprezentowania drzew mozemy uzywac wiele réznych struktur
danych. Wybor odpowiedniej struktury zalezy od konkretnych operac;i
ktore planujemy wykonac¢ na budowanych drzewach.

Przykiad:

Jezeli jedynym planowanym dziataniem jest lokalizowanie rodzicow
danych weztow, zupetnie wystarczajgcg bedzie struktura skfadajgca sie
Z etykiety wezta i wskaznika do struktury reprezentujgcej jego rodzica.

W ogolnosci, wezty drzewa mozemy reprezentowac za pomocg
struktur, ktorych pola taczg wezty w drzewa w sposob podobny do
taczenia za pomocg wskaznika do struktury korzenia.
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Struktura danych dla drzew

Kiedy mowimy o reprezentowaniu drzew, w pierwszej kolejnosci mamy
na mysli sposob reprezentowania weztow.

Roznica miedzy reprezentacjami dotyczy miejsca w pamieci komputera
gdzie przechowywana jest struktura zawierajgca wezty.

W jezyku C mozemy stworzy¢ przestrzen dla struktur reprezentujgcych
wierzchotki za pomocg funkcji malloc ze standartowej biblioteki
stdhlib.h, co powoduje, ze do umieszczonych w pamieci weztow
mamy dostep tylko za pomocg wskaznikow.

Rozwigzaniem alternatywnym jest stworzenie tablicy struktur i
wykorzystanie jej elementow do reprezentowania weztow. Mozemy
uzyskac dostep do weztdw nie wykorzystujgc sciezek w drzewie.
Wadg jest z gory okreslony rozmiar tablicy (musi istnie¢ ograniczenie
maksymalnego rozmiaru drzewa).
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Tablica wskaznikow jako reprezentacja drzewa

Jednym z najprostszych sposobow reprezentowania drzewa jest
wykorzystanie dla kazdego wezta struktury sktadajacej sie z pola lub
POl reprezentujgcych etykiete oraz tablicy wskaznikow do dzieci tego
wezia.

typedef struct NODE *pNODE
struct NODE{ info
int info;
PNODE children[BF]; Po P,
3

Info reprezentuje etykiete wezia.
Stata bf jest rozmiarem tablicy wskaznikéw. Reprezentuje maksymalng
liczbe dzieci dowolnego wezia, czyli czynnik rozgatezienia (ang. branching
factor).

i-ty element tablicy reprezentujgcej wezet zawiera wskaznik do i-tego dziecka
tego wezta.

Brakujgce potaczenia mozemy reprezentowac za pomocg wskaznika
pustego NULL.

.......... pbf—1
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Reprezentacje drzewa

Wykorzystujemy liste jednokierunkowg reprezentujacag
dzieci wezta. Przestrzen zajmowana przez liste jest dla
wezta proporcjonalna do liczby jego dzieci.

Znaczgcqg wadag tego rozwigzania jest efektywnosc
czasowa — uzyskanie dostepu do i-tego dziecka wymaga
czasu O(i), poniewaz musimy przejsc¢ przez catg liste o
dtugosci i-1, by dostac sie do i-tego wezia.

Dla porownania, jezeli zastosujemy tablice wskaznikow do
dzieci, do i-tego dziecka dostajemy sie w czasie O(1),
niezaleznie od wartosci I.
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Reprezentacje drzewa

W reprezentacji drzew zwanej skrajnie lewy potomek-prawy
element siostrzany (ang. left-most-child-right-sibling), w
kazdym wezle umieszczamy jedynie wskazniki do skrajnie
lewego dziecka; wezet nie zawiera wskaznikdw do zadnego
ze swoich pozostatych dzieci.

Aby odnalez¢ drugie | wszystkie kolejne dzieci wezta n,
tworzymy liste jednokierunkowa tych dzieci w ktorej kazde
dziecko c wskazuje na znajdujgce sie bezposrednio po jego
prawej stronie dziecko wezta n.

Wskazany wezet nazywamy prawym elementem
siostrzanym wezta c.
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Reprezentacje drzewa

Drzewo zlozone z 7 weztéw Reprezentacja skrajnie lewy

potomek prawy element siostrzany
(02 @ @5—@ :

oo ® 6—@

typedef struct NODE *pNODE;

info — etykieta struct NODE{
leftmostChild — informacja o wezle int info-

rlghtS|bI|ng - CZQSC ||Sty jednokierunkowej pNODE leftmostChild, rlghtSIbllng,
dzieci rodzica tego wezia )
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Reprezentacje drzewa

Reprezentacja oparta na tablicy wskaznikow umozliwia
nam dostep do i-tego dziecka dowolnego wezta w czasie
O(1). Taka reprezentacja wigze sie jednak ze znacznym
marnotrawstwem przestrzeni pamieciowej, jesli tylko kilka
weztow ma wiele dzieci. W takim wypadku wiekszosc¢
wskaznikow w tablicy children bedzie rowna NULL.

Reprezentacja skrajnie lewy potomek-prawy element
siostrzany_wymaga mniejszej przestrzeni pamieciowe.
Nie wymaga rowniez istnienia maksymalnego czynnika
rozgatezienie weztdw. Mozemy reprezentowac wezty z
dowolna wartoscig tego czynnika, nie modyfikujgc
jednoczesnie struktury danych.
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Rekurencja w drzewach

Uzytecznosc¢ drzew wynika z liczby mozliwych operacii
rekurencyjnych, ktore mozemy na nich wykonac w naturalny i jasny
sposob (chcemy drzewa przegladac).

Prosta rekurencja zwraca etykiety weztow w porzadku wzdtuznym
(ang. preorder listing), czyli korzen, lewe poddrzewo, prawe poddrzewo.

Inng powszechnie stosowang metodg / | {\

do przegladania weztow drzewa jest @

tzw. przeszukiwanie wsteczne / \ |
(ang. postorder listing), czyli lewe

poddrzewo, prawe poddrzewo, @ @ @
korzen.
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Drzewa binarne

W drzewie binarnym wezet moze mie¢ co najwyzej dwoje bezposrednich

potomkow.
Rekurencyjna definicja drzewa binarnego: @
Podstawa: Drzewo puste jest drzewem binarnym. / \

Indukcja: Jeslir jest weztem oraz T1, T2 sg drzewami A A
binarnymi, istnieje drzewo binarne z korzeniem r, lewym

poddrzewem T1 i prawym poddrzewem T2. Korzen drzewa

T1 jest lewym dzieckiem wezta r, chyba ze T1 jest drzewem

pustym. Podobnie korzen drzewa T2 jest prawym dzieckiem wezta r, chyba ze
T2 jest drzewem pustym.

Wiekszosc¢ terminologii wprowadzonej przy okazji drzew stosuje sie
oczywiscie tez do drzew binarnych.

Roéznica: drzewa binarne wymagajg rozroznienia lewego od prawego dziecka,
zwykle drzewa tego nie wymagajg. Drzewa binarne to NIE sg zwykle drzewa,
w ktorych wezty mogg miec co najwyzej dwojke dzieci.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

Jest to zaetykietowane drzewo binarne dla ktérego etykiety nalezg do zbioru w
ktorym mozliwe jest zdefiniowanie relacji mniejszosci.

Dla kazdego wezta x spetniona jest nastepujgca witasnosc: wszystkie wezty w
lewym poddrzewie maja etykiety mniejsze od etykiety wezta x oraz wszystkie
w prawym poddrzewie maja etykiety wieksze od etykiety wezta x.

Wyszukiwanie elementu:

Podstawa: Jesli drzewo T jest puste, to na pewno nie zawiera elementu x.
Jesli T nie jest puste i szukana wartos¢ x znajduje sie w korzeniu, drzewo
zawiera X.

Indukcja: Jesli T nie jest puste, ale nie zawiera szukanego elementu x w
korzeniu, niech y bedzie elementem w korzeniu drzewa T. Jesli x<y, szukamy
dalej tego elementu tylko w lewym poddrzewie. korzenia; jesli x>y, szukamy
wartosci x tylko w prawym poddrzewie korzenia y.

» Wiasnosc¢ drzewa przeszukiwania binarnego gwarantuje, ze
szukanej wartosci x na pewno nie ma w poddrzewie, ktorego
nie przeszukujemy.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

Wstawianie elementu:

Podstawa: Jesli drzewo T jest drzewem pustym, zastepujemy T
drzewem sktadajgcym sie z pojedynczego wezta zawierajgcego
element x. Jesli drzewo T nie jest puste oraz jego korzen zawiera
element x, to x znajduje sie juz w drzewie i nie wykonujemy zadnych
dodatkowych krokow.

Indukcja: Jesli T nie jest puste i nie zawiera elementu x w swoim
korzeniu wstawiamy x do jego lewego poddrzewa jesli x mniejsze od
elementu w korzeniu, lub wstawiamy wartos¢ x do prawego
poddrzewa jesli x wieksze od elementu przechowywanego w
korzeniu.
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Drzewa przeszukiwania binarnego

Usuwanie elementu:

Usuwanie elementu x z drzewa przeszukiwania binarnego jest
zadaniem nieco bardziej skomplikowanym od znajdowania czy
wstawiania danego elementu. Musimy zachowac wtasnosc¢ drzewa
przeszukiwania binarnego.

Lokalizujemy x. Jesli drzewo nie zawiera x to nie robimy nic. Jesli x
jest lisciem to go usuwamy. Jesli x jest wewnetrznym weztem i wezet
ma tylko jedno dziecko zastepujemy x tym dzieckiem. Jezeli wezet
ma wiecej dzieci zastepujemy go najmniejszym elementem z
prawego poddrzewa.
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Zdegener_ owane Petne drzewo binarne
drzewo binarne

Q O
/

/Q Q/Q\ \Q\

@ o 4o

Wysokos¢ drzewa ztozonego z Drzewo o wys. h ma k=2"+1-1
k-weztow to k-1. Czyli h = O(k). weztow. Czyli h = O(log k).
Operacije insert, delete, lookup Operacje insert, delete, lookup
wymagajg srednio O(k) wymagajg srednio O(log k).
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Stownik

Czesto stosowang w programach komputerowych funkcjg jest utrzymywanie zbioru
wartosci, na ktérym chcemy wykonywac operacije:

1.  wstawianie nowych elementoéw do zbioru (ang. insert)
2. usuwanie elementow ze zbioru (ang. delete)

3. wyszukiwanie jakiegos elementu w celu sprawdzenia, czy
znajduje sie w danym zbiorze (ang. lookup)

Taki zbior bedziemy nazywac¢ stownikiem (niezaleznie od tego jakie elementy zawiera).
Drzewo przeszukiwania binarnego umozliwia stosunkowo efektywng implementacje
stownika.

Czas wykonania kazdej z operacji na stowniku reprezentowanym przez drzewo
przeszukiwania binarnego ztozone z n weztéw jest proporcjonalny do wysokosci tego
drzewa h.

Abstrakcyjny typ danych
= sfownik
Abstrakcyjna implementacja
= drzewo przeszukiwania binarnego
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Drzewa binarne czesciowo uporzadkowane

Jest to zaetykietowane drzewo binarne o nastepujgcych witasnosciach:

« Etykietami weztéw sg elementy z przypisanymi priorytetami;
priorytet moze by¢ wartoscig elementu lub przynajmniej jednego z
jego komponentow.

 Element przechowywany w
wezle musi mie€ co najmniegj
tak duzy priorytet jak /

element znajdujgcy sie w

dzieciach tego wezta. /7 \\
Element znajdujacy sie w @ @
korzeniu dowolnego /
poddrzewa jest wiec \
najwiekszym elementem @
tego poddrzewa.
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Kolejka priorytetowa

Inny typ danych to zbidor elementow, z ktorych kazdy jest zwigzany z
okreslonym priorytetem. Przyktadowo, elementy mogg byc¢ strukturami, zas
priorytet moze by¢ wartoscig jednego z pdl takiej struktury. Chcemy
wykonywac operacje:

1.  wstawianie nowych elementow do zbioru (ang. insert)

2. znalezienie i usuniecie ze zbioru elementu o najwyzszym priorytecie (ang.
deletemax)

Taki zbior bedziemy nazywac kolejka priorytetowa (niezaleznie od tego jakie
elementy zawiera). Drzewo binarne czesciowo uporzadkowane umozliwia
stosunkowo efektywng implementacje kolejki priorytetowej. Efektywna
(uzywajgc stogu) tzn. O(log n)

Abstrakcyjny typ danych
= kolejka priorytetowa
Abstrakcyjna implementacja
= zrownowazone drzewo binarne czesciowo uporzadkowane

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 23 28/10/2008



Teoretyczne Podstawy Informatyki - Rok I - kierunek IS w IFAilS UJ —2008/2009

Zréwnowazone drzewa czesciowo uporzadkowane i stogi

Mowimy ze drzewo uporzadkowane jest zrownowazone (ang. balanced), jesli
na wszystkich poziomach poza najnizszym zawiera wszystkie mozliwe wezty
oraz liscie na najnizszym poziomie sg utozone od lewej strony. Spetnienie tego
warunku oznacza, ze jesli drzewo sktada sie z n weztow, to zadna sciezka od
korzenia do ktoregokolwiek z tych weztow nie jest dtuzsza niz log, n

Zrownowazone drzewa czesciowo
uporzadkowane mozna implementowac
za pomocg tablicowej struktury danych
zwanej stogiem_(ang. heap), ktéra
umozliwia szybka i zwieztg
implementacje kolejek priorytetowych.
Stdg jest to po prostu tablicg A, ktore;
sposob indeksowania reprezentujemy w
specyficzny sposob. Zapisuje kolejne
poziomy, zawsze porzadkujgc od lewej
do prawe,.

\
TR
o) ()
\/
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/ / .
Stdg dla zrownowazonego

czesciowo uporzadkowanego drzewa.

ANl A[2] Al3] Al4] A[d] Al6]

A[7]  A[8]

A[9] A[10]

18 18 16 9 14 1

9

3

7

5

Rozpoczynamy od korzenia A[1]; nie wykorzystujemy
A[O]. Po korzeniu zapisujemy kolejne poziomy, w
kazdym poziomie wezty porzadkujemy od lewej do
prawej. Lewe dziecko korzenia znajduje sie w A[2];
prawe dziecko korzenia umieszczamy w A[3]. W
ogolnosci, lewe dziecko wezta zapisane w AJi]
znajduje sie w A[2i], prawe dziecko tego samego
wezta znajduje sie w A[2i+1], jesli oczywiscie te dzieci
istniejg w drzewie uporzadkowanym.

Taka reprezentacja jest mozliwa dzieki wlasnosciom
drzewa zrownowazonego. Z wlasnosci drzewa
czesciowo uporzadkowanego wynika, ze jesli A[i]
ma dwojke dzieci, to AJi] jest co najmnigj tak duze, jak
A[2i] i A[2i+1], oraz jesli A[i] ma jedno dziecko, to AJi]
nie jest mniejsze niz A[2i].
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Operacje kolejki priorytetowej na stogu

Reprezentujemy stdég za pomocg globalnej tablicy liczb catkowitych
A[1,...,MAX]. PrzypusCmy, ze mamy stog ztozony z n-1 elementow, ktory
spetnia wlasnosc¢ drzewa czesciowo uporzgdkowanego.

Operacja insert: dodajemy n-ty element w A[n]. Wtasnos¢ drzewa
uporzadkowanego jest nadal spetniona we wszystkich elementach tablicy, poza
(by¢ moze) elementem A[n] i jego rodzicem. Jesli element A[n] jest wiekszy od
elementu A[n/2], czyli jego rodzica, musimy wymienic te elementy (ta operacje
nazywamy sortowanie bgbelkowe w gore (ang. bubbleUp). Moze teraz
zaistnie¢ konflikt z wtasnoscig drzewa czesciowo uporzgdkowanego pomiedzy
elementem A[n/2] i jego rodzicem. Sprawdzamy i ewentualnie wymieniamy ich
pozycje.

Operacja deletemax: wykorzystuje analogiczng procedure, sortowanie
bgbelkowe w dot (ang. bubbleDown) oraz musi sprawdzi¢ (poprawic)
zachodzenie wtasnosci drzewa czesciowo uporzgdkowanego.

» Wykonywanie operacji insert i deletemax wymaga czasu O(log n).
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Sortowanie stogowe - sortowanie za pomoca
zrownowazonych drzew czesciowo uporzadkowanych

Za pomocg tego algorytmu sortujemy tablice A[1,...n] w dwoch etapach:
algorytm nadaje tablicy A wtasnos¢ drzewa czesciowo uporzgdkowanego
wielokrotnie wybiera najwiekszy z pozostatych elementoéw ze stogu az do
momentu, w ktérym na stogu znajduje sie tylko jeden (najmniejszy) element
CO 0znacza ze tablica jest posortowana.

stog najwieksze elementy posortowane

» Wykonanie operacji sortowania stogowego wymaga czasu
O(n log n). Sortowanie przez wybieranie wymaga czasu O(n?).
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Poziomy implementacji

Dwa abstrakcyjne typy danych:

stownik i kolejka priorytetowa
Omowilismy dwie rézne abstrakcyjne implementacje i wybralismy konkretne
struktury danych dla kazdej z tych abstrakcyjnych implementac;i.

binarnego

Abstrakcyjny typ Abstrakcyjna Struktura danych
danych implementacja

: Drzewo przeszukiwania | Struktura lewe dziecko
Stownik

— prawe dziecko

Kolejka priorytetowa

Zrownowazone drzewo
CZzesciowo
uporzadkowane

Stog

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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Podsumowanie

—

—

Waznym modelem danych reprezentujgcym informacje
hierarchiczne sg drzewa

Do implementowania drzew mozemy wykorzystac¢ wiele réznych
struktur danych (takze takich) ktére wymagajg potgczenia tablic ze
wskaznikami. Wybér struktury danych zalezy od operacji
wykonywanych na drzewie.

Dwiema najwazniejszymi reprezentacjami weztow drzewa sg
skrajnie lewy potomek-prawy element siostrzany oraz tree
(tablica wskaznikéw do dzieci).

Drzewa nadajg sie doskonale do stosowania na nich algorytmow i
dowodow rekurencyjnych.

Drzewo binarne jest jednym z wariantdw modelu drzewa, w ktérym
kazdy wezet ma (opcjonalne) lewe i prawe dziecko.

Drzewo przeszukiwania binarnego jest zaetykietowanym drzewem
binarnym, ktore spetnia ,wfasnosc¢ drzewa przeszukiwania
binarnego’
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Podsumowanie

— Bedacy abstrakcyjnym typem danych, stownik jest zbiorem, na
ktorym mozna wykonywac operacje insert, delete, lookup.
Efektywna implementacja stownika to drzewo przeszukiwania
binarnego.

= Innym abstrakcyjnym typem danych jest kolejka priorytetowa, czyli
zbior na ktorym mozemy wykonywac operacje insert i deletemax.

— Drzewo czesciowo uporzadkowane jest zaetykietowanym
drzewem binarnym spetniajgcym warunek, ze zadna etykieta w
zadnym wezle nie jest mniejsza od etykiety zadnego z jego dzieci.

= Zréwnowazone drzewo czesciowo uporzadkowane (wezty
catkowicie wypetniajg wszystkie poziomy od korzenia do
najnizszego, w ktorym zajmowane sg tylko skrajnie lewe pozycje)
mozemy implementowac za pomocg stogu. Struktura ta umozliwia
Implementacje operacji na kolejce priorytetowej wykonywanych w
czasie O(log n) oraz dziatajgcego w czasie O(n log n) algorytmu
sortujgcego, zwanego sortowaniem stogowym.
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